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Introduction
Un des objectifs de l’astrophysique est de mieux connaˆıtre la structure et l’e´volution
des e´toiles. L’aste´rosismologie, l’e´tude des pulsations stellaires, est actuellement la seule
me´thode qui permet de sonder la structure interne des e´toiles par les observations. Elle
donne le moyen de contraindre et ame´liorer les mode`les stellaires au travers de comparai-
sons entre les pulsations observe´es et celles pre´dites par la the´orie.
L’aste´rosismologie a commence´ avec l’he´liosismologie, l’e´tude des pulsations solaires.
L’he´liosismologie a permis de mieux comprendre la structure interne du soleil, dont no-
tamment la profondeur de la zone convective (Christensen-Dalsgaard et al. 1985) et le
profil de rotation (Schou et al. 1998). On a ensuite cherche´ a` e´tendre cette me´thode aux
e´toiles. On a ainsi obtenu une meilleure compre´hension de plusieurs e´toiles. Ne´anmoins,
un des obstacles majeurs qui freine l’interpre´tation des pulsations stellaires est la rotation
rapide. Les observations montrent qu’un grand nombre d’e´toiles sont concerne´es et de ce
fait une meilleure compre´hension de leur structure interne reste inaccessible.
La rotation rapide est, par ailleurs, une des difficulte´s actuelles majeures de la mode´lisa-
tion des e´toiles. Dans le repe`re tournant, elle introduit deux termes supple´mentaires : la
force centrifuge et celle de Coriolis. La force centrifuge agit directement sur la structure
d’e´quilibre de l’e´toile et produit des effets secondaires tels que la circulation me´ridienne,
la turbulence dans le cas de la rotation diffe´rentielle et le me´lange d’e´le´ments chimiques.
La force de Coriolis intervient dans tous les phe´nome`nes dynamiques dont la turbulence,
le me´lange et les pulsations.
Le calcul des pulsations de telles e´toiles est alors beaucoup plus complexe. Contrai-
rement aux pulsations dans les e´toiles a` syme´trie sphe´rique, les pulsations d’e´toiles en
rotation ne sont plus de´crites par une seule harmonique sphe´rique mais par une somme
infinie. De`s lors, le calcul des pulsations n’est plus unidimensionnel mais bidimensionnel.
Pour re´pondre a` ces difficulte´s, diverses me´thodes ont e´te´ e´labore´es pour tenir compte de
la rotation et de ses effets sur la structure de l’e´toile.
La premie`re est l’approche perturbative. L’hypothe`se fondamentale de cette approche
est que la vitesse de rotation Ω est un petit parame`tre. Ainsi, l’e´toile est presque sphe´rique
et les solutions sont de´veloppe´es en fonction de Ω sous la forme d’une se´rie. La solution a`
l’ordre 0 correspond a` la solution sans rotation. Les ordres successifs ame`nent des correc-
tions de plus en plus pre´cises pour tenir compte des effets de la rotation. D’un point de vue
formel, un proble`me 2D est ramene´ a` une succession de proble`mes 1D. Jusqu’a` pre´sent, on
a re´ussi a` atteindre l’ordre 3 avec cette me´thode (Soufi et al. 1998, Karami et al. 2005).
Cependant, meˆme a` cet ordre, on ne sait pas jusqu’a` quelle valeur de la rotation la me´thode
est valable.
Pour pouvoir atteindre des vitesses de rotation e´leve´es, il faut faire appel a` l’approche
comple`te. Dans cette approche, on re´sout directement le proble`me bidimensionnel qui
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tient compte de la rotation. Ainsi, on peut calculer les pulsations d’une e´toile avec une
forte de´formation et une vitesse de rotation quelconque. Naturellement, la mise en œuvre
nume´rique devient plus difficile et ne´cessite des ressources informatiques suffisantes. Jus-
qu’a` pre´sent, il y a eu plusieurs tentatives d’imple´menter une telle me´thode (e.g. Clement
1981, Yoshida & Eriguchi 2001, Espinosa et al. 2004). Ne´anmoins, elles n’ont pas atteint
une pre´cision suffisante par rapport aux exigences de l’aste´rosismologie. Les raisons pour
cela sont une qualite´ insuffisante de la me´thode nume´rique et une re´solution trop faible.
La pre´sente the`se cherche a` re´soudre ces proble`mes. Elle est base´e sur la me´thode
nume´rique de´veloppe´e dans Rieutord & Valdettaro (1997) pour calculer les modes iner-
tiels d’une coquille sphe´rique et utilise´e dans Dintrans & Rieutord (2000) pour calculer
les effets non-perturbatifs de la force de Coriolis dans le calcul des modes-g. Elle a ensuite
e´te´ e´tendue au cas des e´toiles non-sphe´riques, ce qui induit beaucoup plus de couplages
entre les diffe´rentes harmoniques sphe´riques a` cause des termes ge´ome´triques qui inter-
viennent. Dans un premier temps, seul l’effet de la force centrifuge a e´te´ pris en compte
(Lignie`res & Rieutord 2004). L’objectif de ma the`se e´tait donc de rajouter l’effet de la
force de Coriolis, et comme cela sera de´montre´ par la suite, on arrive pour la premie`re fois
a` obtenir des fre´quences pre´cises qui prennent en compte de manie`re comple`te les effets
de la rotation.
Le fait de pouvoir obtenir des fre´quences pre´cises malgre´ une vitesse de rotation e´leve´e
est indispensable pour pouvoir comprendre la structure interne des e´toiles en rotation ra-
pide. En effet, si lors des calculs de pulsations on introduit des erreurs, alors les corrections
apporte´es aux mode`les pour reproduire les fre´quences observe´es serviront a` compenser ces
erreurs au lieu d’apporter une ame´lioration. Ainsi, il est ne´cessaire de pouvoir calculer avec
pre´cision les pulsations d’un mode`le donne´. Comme cela sera montre´ par la suite, l’ap-
proche perturbative ne suffit pas pour mode´liser les effets de la rotation dans de nombreux
cas. La seule fac¸on d’acce´der a` des re´sultats suffisamment pre´cis est d’imple´menter une
me´thode nume´rique comple`te de haute qualite´.
Dans le premier chapitre, on explorera diffe´rentes classes d’e´toiles pulsantes et on regar-
dera leurs vitesses de rotation. Dans le chapitre suivant, on parlera des travaux pre´ce´dents
qui portent sur les effets de la rotation sur les pulsations stellaires. Ensuite, on parlera
du formalisme utilise´ ici et qui permet de prendre en compte la ge´ome´trie de´forme´e de
l’e´toile. Ceci sera suivi d’une description de la me´thode nume´rique. Apre`s, on expliquera
les diffe´rents tests qui ont e´te´ utilise´s pour valider les re´sultats et montrer leur pre´cision.
Ensuite, on discutera de la validite´ des me´thodes perturbatives. Le chapitre suivant abor-
dera les effets de la rotation rapide sur le spectre de fre´quences et la structure des modes
de pulsation. On aboutira alors a` la conclusion dans laquelle on souligne les re´sultats
importants et on parle de diffe´rentes perspectives. Apre`s viendra une se´rie d’annexes qui
donnent quelques comple´ments techniques.
Premie`re partie
Le contexte
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Chapitre 1
Les observations
Il existe de nombreux moyens comple´mentaires d’observer les e´toiles. Ceux-ci donnent
des informations sur la tempe´rature, la masse, la composition chimique, la variabilite´, la
forme ge´ome´trique, la rotation et ainsi de suite. Dans ce chapitre, nous nous inte´resserons
aux observations qui portent sur la rotation et les pulsations stellaires. On aimerait savoir
quelle est la proportion d’e´toiles pulsantes qui sont en rotation rapide. Nous explique-
rons quelles sont les diffe´rentes me´thodes observationnelles utilise´es et quelles sont les
principales informations qu’on peut en de´duire.
1.1 La rotation stellaire
Il existe diffe´rentes grandeurs physiques qui permettent de caracte´riser la rotation
stellaire. Peut-eˆtre la plus intuitive est la pe´riode de rotation T . Dans le cas du soleil
T ' 30 jours. A` partir de la`, on de´finit la vitesse angulaire de rotation Ω = 2pi/T .
Une autre quantite´ inte´ressante est la vitesse e´quatoriale v = ΩReq (ou` Req est le rayon
e´quatorial), qui correspond a` la vitesse du fluide au niveau de l’e´quateur engendre´e par
la rotation.
Ne´anmoins, ces quantite´s ne permettent pas de comparer l’effet de la force centrifuge
entre deux e´toiles de masse ou de rayon diffe´rent. En effet, une pe´riode de rotation de 1
jour peut sembler rapide alors que ce n’est pas le cas pour une naine blanche dont le rayon
est beaucoup plus petit. On introduit donc une quantite´ sans dimension que l’on notera
Ω/ΩK et qui correspond au rapport entre la vitesse de rotation et la vitesse Ke´ple´rienne.
La vitesse Ke´ple´rienne ΩK est donne´e par la formule
√
GM/R3eq et correspond a` la vitesse
qu’il faudrait atteindre pour que la force centrifuge compense la gravite´ au niveau de
l’e´quateur dans une e´toile hypothe´tique avec un rayon Req fixe et une distribution de
matie`re a` syme´trie sphe´rique. En re´alite´, Req augmente quand Ω augmente ce qui entraˆıne
une diminution de ΩK. D’autre part, la distribution de matie`re dans une e´toile en rotation
rapide est loin d’eˆtre sphe´rique, ce qui engendre une gravite´ plus forte au niveau de
l’e´quateur et permet ainsi de de´passer ΩK avant que les deux forces ne se compensent
(voir par exemple Roxburgh 2004). Ainsi, certains auteurs tels que Peterson et al. (2006)
se basent sur la vitesse de rotation critique ΩCritique, vitesse a` laquelle la gravite´ est
compense´e par la force centrifuge, au lieu d’utiliser ΩK. Ne´anmoins, pour trouver ΩCritique
il faut calculer une se´quence de mode`les jusqu’a` cette vitesse, ce qui est plus complique´ et
13
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ne´cessite des hypothe`ses supple´mentaires. Par simplicite´, nous utiliserons plutoˆt ΩK dans
ce qui suit.
La mesure de la rotation stellaire ou de ses effets s’est beaucoup de´veloppe´e au cours
du XXe`me sie`cle. Une premie`re me´thode a` avoir donne´ beaucoup de re´sultats est la mesure
spectroscopique de la vitesse e´quatoriale, projete´e sur la ligne de vise´e v · sin i, ou` v et
i sont de´finies dans la partie qui suit. Une deuxie`me me´thode repose sur la modulation
de caracte´ristiques physiques au cours d’une rotation. Plus re´cemment, on assiste au
de´veloppement d’une autre approche qui marche bien pour les rotateurs rapides. Il s’agit
de mesures interfe´rome´triques des diffe´rents effets de la rotation.
1.1.1 La mesure de v · sin i
Cette premie`re me´thode s’appuie sur l’e´largissement Doppler des raies spectrales.
Diffe´rentes re´gions du disque stellaire ont diffe´rentes vitesses par rapport a` l’observateur,
du fait de la rotation. A` cause de cela, les raies d’absorption sont le´ge`rement de´cale´es
suivant les re´gions de l’e´toile. Ainsi on obtient un e´talement de ces raies quand on com-
bine les diffe´rentes contributions. Pour illustrer cet effet, on montre dans la figure 1.1
deux spectres d’e´toiles (de types spectraux F6IV et [F7/F8][IV/V] respectivement) qui
correspondent a` deux vitesses de rotation diffe´rentes. Dans le premier cas, on obtient
v · sin i = 17,4 km.s−1 et dans le deuxie`me v · sin i = 2,6 km.s−1. A` titre de comparaison,
la vitesse e´quatoriale du soleil est 2 km.s−1. Dans le cas ide´al d’une rotation solide, v
correspond a` la vitesse e´quatoriale, c’est-a`-dire la vitesse a` laquelle se de´place l’e´quateur
a` cause de la rotation stellaire. L’angle i est l’inclinaison de l’e´toile, c’est-a`-dire l’angle
entre la ligne de vise´e et l’axe de rotation (voir la figure 1.2). Une des limitations de cette
me´thode est qu’on n’a pas acce`s a` v et i se´pare´ment. Ainsi, puisqu’en ge´ne´rale on ne
connaˆıt pas l’inclinaison, on n’a qu’une borne infe´rieure de v. Collins (2003) donne une
revue historique de la me´thode et explique les subtilite´s de l’interpre´tation de v · sin i et
ces limitations, particulie`rement pour les rotateurs rapides.
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Fig. 2. Two spectra in the region 6225–6270 Å. Top panel: the “fast” rotator HD 89 449 (v sin i = 17.4 km s−1). The convolution of our derived
broadening profile and the optimized line template is overplotted (cf. Sect. 3); bottom panel: slow rotator HD 76 932 (v sin i = 2.6 km s−1). For
the slow rotators no broadening profile was derived and only the data is plotted here.
In order to provide an impression of the quality of our
broadening profiles, we convolved the final template with the
final broadening profile. Some results can be seen in the top
panel of Fig. 2 and in Figs. 10b, d, f. Solid lines indicate the
results of the convolutions that are plotted over the error bars
of the data. Especially in Fig. 2 the quality of the fit over the
whole spectral region is apparent.
Our sample also contains a number of spectroscopic bina-
ries and stars with peculiar profiles for which no broadening
profiles could be derived. Those spectra have been discarded
and no measurement of differential rotation was possible for
them. For the slowest rotators (v sin i <∼ 6 km s−1) no useful
derivation of a broadening profile was possible either. Since no
differential rotation can be derived for those stars anyway, we
calculated the projected rotational velocity v sin i from a mean
profile of the absorption lines due to the heaviest ions with the
smallest intrinsic widths. Each absorption line used is trans-
formed into velocity space and the results are co-added. The
value of v sin i was then derived from that mean profile (see
Sect. 4).
If the derivation of an overall broadening profile is success-
ful, peculiarities like asymmetries or spectroscopic duplicity
of the stars can easily be found given the obtained quality of
the profile. For the detection of differential rotation with FTM
profile symmetry is essential, since large-scale turbulence or
photospheric distortions like spots can seriously disturb the
signal of the underlying rotational broadening profile. Before
Fourier transform apparently symmetric profiles of the fast ro-
tators have been tested for asymmetry by mirroring the pro-
files at the center and taking the average of both prototypes.
We qualified a profile as symmetric if the averaged profile falls
completely within the error bars of the original line. Examples
of symmetric and asymmetric profiles are shown in Figs. 3
and 4.
The symmetric broadening profiles are Fourier transformed
and the first two zeros, q1 and q2, of the Fourier transform are
measured. Both the projected rotational velocity v sin i and the
differential rotation parameter α – assuming a solar-like rota-
tion law – are determined by the zeros of the Fourier profiles.
The absolute positions of the zeros are determined by the value
of v sin i (see Sect. 4), and the rotational broadening law de-
fines the ratio q2/q1 as shown in Reiners & Schmitt (2002a)
(see Sect. 6).
For slowly rotating stars the signal vanishes in the noise
and q2 cannot be measured. In addition to the principal limit of
detecting differential rotation with FTM to stars with projected
rotational velocities of v sin i >∼ 10 km s−1 an additional thresh-
old due to the limited S/N-ratio is inferred. Calculations of that
limit can be found in Reiners & Schmitt (2002c), in our case
the limit applies at about v sin i >∼ 12 km s−1.
Fig. 1.1 – Dans cette figure on montre des spectres de deux e´toiles, HD 89449 (haut)
et HD 76932 (bas). Le premier spectre contient des raies plus larges puisque la vitesse
e´quatoriale projete´ es plus importan (diagr mme tire´ de Reiners & Schmitt 2003).
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Fig. 1.2 – L’inclinaison i d’une e´toile. La ligne en pointille´s correspond a` l’axe de rotation
de l’e´toile.
1.1.2 La modulation rotationnelle des raies spectrales
Ce phe´nome`ne a lieu quand l’e´toile observe´e posse`de des taches ou des caracte´ristiques
(par exemple un champ magne´tique) qui sont fixes par rapport a` la surface de l’e´toile.
Celles-ci se manifestent par des signatures qui se de´placent au sein des raies spectrales.
Comme explique´ pre´ce´demment, diffe´rentes parties d’une raie spectrale correspondent a`
diffe´rentes re´gions de l’e´toile a` cause de l’effet Doppler. Ainsi, quand une tache se de´place
d’une re´gion a` une autre a` cause de la rotation, sa signature dans les raies spectrales change
aussi de position. La pe´riode de ce phe´nome`ne correspond directement a` la pe´riode de
rotation. C’est ainsi qu’on a pu mesurer, en s’appuyant sur le champ magne´tique, les
pe´riodes de rotation d’e´toiles roAp. Comme on le verra plus tard, une des difficulte´s
de cette me´thode est que d’autres phe´nome`nes physiques peuvent provoquer des effets
similaires, telles que des pulsations non-radiales (qui ne sont pas fixes par rapport a` la
surface), mais sur des pe´riodes autres que celle de rotation.
1.1.3 Les mesures interfe´rome´triques
Cette troisie`me me´thode permet de mesurer les effets de la rotation plutoˆt que sa
vitesse. Graˆce au de´veloppement de l’interfe´rome´trie, on arrive a` re´soudre des de´tails
qu’on ne pouvait pas voir avec un seul te´lescope. Ainsi, on mesure l’aplatissement cen-
trifuge de quelques-unes des e´toiles les plus proches. Ne´anmoins, l’interpre´tation de cette
de´formation en terme de mode`les stellaires et de vitesses de rotation n’est pas imme´diate.
Jackson et al. (2004) ont essaye´ de trouver des mode`les qui correspondent a` l’e´toile Acher-
nar en se basant sur les mesures de Domiciano de Souza et al. (2003). Ils ont plusieurs
mode`les qui reproduisent l’aplatissement observe´ mais qui ne satisfont pas a` d’autres
observations.
Un autre effet de la rotation est l’assombrissement gravitationnel (« gravity darkening
»), c’est-a`-dire une baisse de tempe´rature au niveau de l’e´quateur stellaire due a` une
gravite´ effective plus basse. Ce phe´nome`ne est de´tectable par l’interfe´rome´trie, comme on
peut le voir dans la figure 1.3. En repe´rant la position de l’e´quateur, on de´duit l’inclinaison
de l’axe de rotation de l’e´toile (voir Domiciano de Souza et al. 2005, Peterson et al. 2006).
Cette information peut ensuite eˆtre combine´e avec la mesure de v · sin i via la premie`re
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me´thode, ce qui permet d’obtenir la vitesse e´quatoriale v et ainsi d’avoir une ide´e beaucoup
plus pre´cise de la vitesse de rotation.
envelopes are unambigiously in either one of those states or the
other, the classical results apply under rather different circum-
stances, which we discuss next.
Both the von Zeipel (1924) and Lucy (1967) results treat rota-
tion as a perturbation. However, in the radiative case in which
uniform rotation is adequate (and issues like mass loss, etc. can
be ignored), the quantity treated as a perturbation is the size of
the quadrapole moment of the gravitational field. Since stars are
centrally condensed, even for velocities approaching critical the
distortions in the core are modest, one can expect that the analy-
sis given by von Zeipel (1924) will be reasonably accurate. This
has been found to be true in practice (Sackmann 1970).
For the convective case, the gravity darkening exponent is ob-
tained by analyzing the adiabats found in the envelopes of rep-
resentative stars. Lucy (1967) quite explicitly points out that the
derivation is valid only for small changes in the effective gravity.
Of course, the effective gravity changes by orders of magnitude
as rotation approaches critical, and it is not clear whether the
exponent derived by Lucy can be used to describe gravity dark-
ening for anything but the most modest rotation. Again, this is in
contrast to the modest contribution of an induced gravitational
quadrapole, even for stars rotating at breakup.
Even so, in a recent series of papers, Claret (2004 and refer-
ences therein) has attempted to deal with the issue of a smooth
interpolation between these two extreme cases. He has noted that
as stars evolve off the main sequence and toward the red giant
branch, their interior structures trace out approximately straight
line loci in a ( log TeA; log g) diagram. On the main sequence for
massive (mostly radiative) stars, the slope of this line is about
0.25, and for intermediate-mass stars (1 M, mostly convec-
tive) the slope is about 0.06, the two values being remarkably
close to the radiative and convective exponents cited above.
Fig. 3.—False-color rendering of Altair’s visible surface. Intensity at 500 nm increases from red to blue. Except for the effects of limb darkening, this is also a
map of temperature, which varies from 8740 K at the pole to 6890 K at the equator.
PETERSON ET AL.1094 Vol. 636
Fig. 1.3 – Figure qui montre l’assombrissement gravitationnel au niveau de l’e´quateur
(en violet) qui rend com te es obs rvations in erfe´r me´triques d’Alta¨ır (figure tire´e de
Peterson et al. 2006).
Maintenant que nous avons p rco ru les diffe´r nt s me´thodes qui p rmettent de me-
surer la rotation et c s effets, nous n us proposons d’explorer, dans la partie qui suit, les
diffe´rentes me´thodes permettant de de´tecter et mesurer les pulsations stellaires.
1.2 Les pulsations stellaires
De nombreuses e´toiles pre´sentent des variations au cours du temps. Dans beaucoup
de cas, il s’agit d’un me´lange de pulsations pe´riodiques dont les fre´quences forment un
spectre discret. Ce spectre de fre´quences peut ensuite donner beaucoup de renseignements
sur l’e´toile. A` cause de ce potentiel, de plus en plus de moyens sont consacre´s a` la de´tection
et a` l’observation des pulsations stellaires. Toutefois, avant d’aborder les diffe´rentes fac¸ons
d’observer les pulsations stellaires, il est utile de rappeler quelques notions sur la classifi-
cation des modes de pulsation.
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1.2.1 La classification des modes
Il existe diffe´rentes fac¸ons de classifier les modes de pulsations. Trois grandes cate´gories
de pulsations, base´es sur leurs caracte´ristiques physiques, furent introduites par Cowling
(1941) :
• les modes p, appele´s aussi modes de pression ou modes acoustiques. Ce sont des
pulsations dont la force de rappel est la pression. Du point de vue des observations,
ces modes sont plutoˆt a` des fre´quences e´leve´es.
• les modes g, appele´s aussi modes de gravite´. Pour ces modes, la force d’Archime`de
agit comme force de rappel. Ainsi, ces modes sont confine´s aux re´gions qui sont
stables par rapport a` la convection. Du point de vue des observations, ces modes se
situent dans les basses fre´quences.
• les modes f (ou fondamentaux) qui se situent a` la transition entre les modes p et
les modes g. Ceux-ci sont caracte´rise´s par l’absence de nœud radial.
Il y a aussi d’autres modes qui interviennent seulement pour des vitesses de rotation
non-nulles :
• les modes inertiels, pour lesquels la force de Coriolis agit comme force de rappel
(voir par exemple Rieutord & Valdettaro 1997).
• les modes r : Ce sont des modes inertiels bidimensionnels, ou` le mouvement vertical
a e´te´ supprime´. Ils ressemblent aux ondes de Rossby.
A` l’inte´rieur de ces cate´gories, on utilise des nombres quantiques pour classifier les
modes suivant leur ge´ome´trie. Ainsi, dans le cas d’une e´toile a` syme´trie sphe´rique les
modes p, g et f sont de´crites par une seule harmonique sphe´rique, laquelle de´pend des
nombres quantiques suivant :
• le degre´ de l’harmonique sphe´rique, `
• le degre´ l’ordre azimutal, m
Ainsi, l’harmonique sphe´rique Y m` aura `−|m| nœuds pour θ allant de 0 a` pi et 2m nœuds
pour φ allant de 0 a` 2pi. Dans le cas asymptotique Ω → 0, les modes r peuvent aussi eˆtre
de´crits par une seule harmonique sphe´rique et sont donc caracte´rise´s par ` et m. Pour les
modes p et g, il y a aussi un troisie`me nombre quantique qui intervient. Il s’agit de l’ordre
radial, n, qui correspond au nombre de nœuds dans la direction radiale (entre le centre
et la surface de l’e´toile).
Une fois qu’on connaˆıt les diffe´rentes cate´gories de pulsations stellaires, on peut aborder
les diverses fac¸ons de les observer. Il existe deux moyens principaux d’e´tudier les pulsations
stellaires. Le premier s’appuie sur l’intensite´ lumineuse globale de l’e´toile et s’appelle une
me´thode photome´trique. Le deuxie`me exploite les variations au sein des raies spectrales.
1.2.2 La photome´trie
Dans l’approche photome´trique, on mesure l’intensite´ lumineuse totale de l’e´toile ou
dans diffe´rentes bandes photome´triques au cours du temps. En pratique, pour corriger
les effets de l’atmosphe`re, on utilise une autre e´toile voisine non variable comme e´talon.
Sinon, on peut aussi faire des mesures depuis l’espace qui ne seront pas pollue´es par
l’atmosphe`re terrestre. On obtient alors une courbe qui peut ressembler a` celle dans la
figure 1.4, obtenue par le satellite MOST pour l’e´toile ζ Ophiuchi.
A` partir de cette courbe, on obtient les fre´quences de pulsation par une analyse de
Fourier. Dans la figure 1.4, on montre le spectre de puissance correspondant. Parfois,
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TABLE 1
z Ophiuchi Periodicities
f
MOST Photometry
Line Profile
Variations
hr cycles day1 mmag S/N Line Amplitude S/N
1a . . . . . . . 4.633 5.1806 7.279 33.8 Hb 0.0027 14.5
… … … … He i 0.0017 9.7
2 . . . . . . . . 8.968 2.6761 2.229 15.1 … … …
3 . . . . . . . . 3.571 6.7209 1.331 8.9 Hb 0.0016 6.9
. . . . . . . . . … … … … He i 0.0012 3.3
4 . . . . . . . . 7.880 3.0458 1.693 8.4 … … …
5b,c . . . . . . 3.337 7.1921 1.197 7.7 Hb 0.0030 13.6
… … … … He i 0.0022 10.6
6b . . . . . . . 5.344 4.4910 1.072 7.4 Hb 0.0009 4.2
7 . . . . . . . . 11.777 2.0379 0.784 5.7 … … …
8d . . . . . . . 15.625 1.5360 0.727 5.8 … … …
9 . . . . . . . . 8.127 2.9532 0.771 5.7 … … …
10e . . . . . . 4.468 5.3717 0.697 5.8 … … …
11 . . . . . . . 6.610 3.6310 0.634 5.7 … … …
12 . . . . . . . 16.775 1.4307 0.615 5.7 … … …
13c . . . . . . 2.434 9.8614 0.638 5.4 Hb 0.0032 19.0
… … … … He i 0.0026 15.7
14 . . . . . . . 9.770 2.4566 0.587 5.4 … … …
15 . . . . . . . 19.898 1.2061 0.537 5.1 … … …
16 . . . . . . . 2.256 10.6385 0.563 5.2 Hb 0.0008 4.9
… … … … He i 0.0007 3.6
17c . . . . . . 1.390 17.27 … … He i 0.0009 5.7
18 . . . . . . . 1.243 19.31 … … He i 0.0008 4.2
19f . . . . . . 2.018 11.89 … … … … …
a Balona & Kambe (1999) detected a series of photometric peaks in 1985
centered on 5.18 cycles day1, with an amplitude of ∼6 mmag, but not in
subsequent years.
b Also detected by Kambe et al. (1997) in 1993.
c Also detected by Reid et al. (1993) in 1989.
d Detected photometricly by Harmanec (1999).
e structure flagged by SigSpec (see text).f1
f Only detected by Kambe et al. (1997) in 1993 but not in 2004.
Fig. 1.—Four day portion of the z Oph 24 day light curve observed with
MOST in 2004. It is dominated by the 4.633 hr period ( ). For 40% of eachf1
satellite orbit the background skylight was too high for proper correction, which
explains the gaps. Individual exposures were 1 s taken every 10 s, and the
points in the light curve are 2 minute means. The signal level was calibrated
in V from ground-based photometry.
ment spectroscopic results by revealing low-order, and radial,
modes, hence the motive for this campaign.
2. THE OBSERVATIONS
2.1. MOST Photometry
The Microvariability and Oscillations of Stars (MOST ) pho-
tometric satellite was launched into a 101.4 minute polar Sun-
synchronous orbit (altitude 820 km) in 2003 June. It can stare
for weeks at a target within a zodiacal band some 54 wide.
The instrument is fully described by Walker et al. (2003), and
the first scientific results have been published by Matthews et
al. (2004) and Rucinski et al. (2004). A 15/17.3 cm Rumak-
Maksutov telescope feeds a Fabry image of the bright target
star onto a CCD through a single custom broadband filter (350–
700 nm). The experiment was designed to detect photometric
variations with periods of minutes at micromagnitude precision
and does not rely on comparison stars or flat-fielding for sta-
bility. Tracking jitter was dramatically reduced early in 2004
to ∼1 (unprecedented for a microsatellite of such low inertia),
obviating second-order errors from image wander.
z Oph was observed from 2004 May 19 to June 11, inclusive.
Individual 1 s exposures were taken every 10 s. For this Letter,
the data were condensed into 2 minute means. MOST suffers
from parasitic light at certain orbital phases, with the amount
and phase depending on the stellar coordinates. z Oph was
observed closer to the Earth’s bright limb than any other target
to date, and the parasitic light rose as high as 3.7 times the
signal from z Oph. In consequence, data around this phase
were excluded. Despite this, a 60% duty cycle of entirely usable
data was possible, causing the regular gaps in the portion of
the light curve seen in Figure 1.16
The basic data received from the satellite were reduced in-
dependently by R. K. (technique 1) and P. R. (technique 2).
In technique 1, a running, averaged sky background phased to
the orbital period was subtracted from the data (Rucinski et al.
2004). In technique 2, correction for background included a
detailed mapping of the light distribution within the whole
frame including the target Fabry image and the sky Fabry
images. Both techniques yield the same amplitude spectrum
within the resolution of the observations (0.0276 cycles day1)
with a noise of 0.027 mmag (technique 1) and 12 parts per
million (technique 2), between 86 and 98 cycles day1 (where
no signal or orbit peaks disturb the statistics). Full details of
techniques 1 and 2 will be given in papers now in preparation.
The amplitude spectrum of the observations reduced ac-
cording to technique 1 in units of millimagnitude is shown in
Figure 2 with aliases of the satellite orbital frequency removed.
Of the 379 detected peaks, the 16 of most significance are
listed in order of signal-to-noise ratio (S/N) in Table 1
( were only detected in LPV). The possibility of long-f17, 18, 19
term drifts in the MOST photometry cannot be ruled out but
is under review; consequently, frequencies less than 1 cycle
day1 were considered sufficiently doubtful to be omitted. In
conjunction with the technique 2 reduction, stringent signifi-
cance criteria were established using SigSpec (Reegen 2005).
Peaks that are aliases of the highest amplitude periodicities
within the resolution of the data (0.03 cycles day1) or peaks
seen as substructures of a stronger peak within the resolution
are normally rejected. Five peaks flagged as aliases by SigSpec
are retained in Table 1 in part because they have been detected
spectroscopically ( , ,viz., f p f  f f p f  f f p 2f 7 5 1 8 3 1 11 1
, , ). The 5.1806 cycles day1 off f p f  f f p f  f f3 12 6 4 13 2 5 1
(period 4.633 hr, 7.279 mmag amplitude) dominates the light
curve in Figure 1.
16 The complete light curve can be downloaded from http://www.astro
.ubc.ca/MOST.
No. 2, 2005 z OPH PULSATIONS L147
Fig. 2.—Amplitude spectrum derived from the full 24 day MOST light curve
of z Oph of which a portion is shown in Fig. 1. Artifacts and aliases associated
with the satellite orbital period (101.4 minutes) have been removed. The win-
dow function, on the same scale, is shown at top right.
Fig. 3.—Amplitudes and phases for the three most significant frequencies
detected in the profile variations of the He i l4922 line (see text).
2.2. Ground-based Photometry
During the MOST observations, P. H., H. B., D. R., and
D. S. made 83 individual UBV observations of z Oph from the
Hvar Observatory. On the basis of their reduction to the John-
son V system, the average signal level of the MOST obser-
vations corresponds to mag.V p 2.582
While the Hvar photometry has good phase coherence with
and a similar semiamplitude of 9 mmag, the best-fitting si-f1
nusoid to the Hvar photometry actually has a frequency of
1.536 cycles day1, which coincides with and earlier pho-f8
tometric analyses by Harmanec (1999).
3. LINE PROFILE VARIATIONS
Useful spectral series were acquired on 17 of the days that
MOST was on target at the DAO (D. A. B., R. M., S. Y.),
Gunma (E. K., O. H.), and Ondrˇejov (P. K., P. H., M. W.,
P. Sˇ., M. Sˇ.) Observatories. The spectra were all reduced to a
common resolution of 10 km s1. Data reduction and extraction
of periodicities by E. K. were restricted to the Hb and He i
l4922 lines and closely followed the procedures in Kambe et
al. (1997). From spectra at Ha and Hb there was no evidence
of any emission-line episodes.
Temporal sinusoids were fitted by least-squares to the resid-
uals at each point across the profile and the significance of the
fit based on the Akaike information criterion (Kambe et al.
1997). Amplitudes and phases for the , , and peaks aref f f1 5 13
plotted against wavelength for He i l4922 in Figure 3. The
diagonal march of points with phase through the line is char-
acteristic of NRP, with the diagonal “lines” being more crowded
at the higher frequencies. Although Hb is a stronger line than
the He i l4922 line, it suffers much greater intrinsic Stark and
collisional broadening, thereby blurring resolution of the stellar
surface. As a result, He i l4922 is the better line with which
to detect the modes of highest degree.
The seven LPV periodicities considered significant are listed
in Table 1 together with amplitudes and signal-to-noise ratios.
No frequencies less than 1 cycle day1 were considered suf-
ficiently reliable to be included.
Following Telting & Schrijvers (1997), we have estimated
l-values of the detected LPV peaks from differences in phase
for sinusoids at the extreme line wings. The l-values of the
known strong peaks, ( ) and ( ), are consistentf l p 3–4 f l ∼ 75 13
with previous observations. Here has , but its m-f l p 3–41
value may be small (e.g., ) because its phase changesFmF p 1
less smoothly. The higher frequency peaks ( ) havef , f , f16 17 18
larger and smooth ( –like) phase changes with wave-l ∼ FmF
length, so that they are likely to have frequencies similar to
that of in the rotating frame. Although the full analysis off1
our spectroscopic data will be presented in a future paper, the
l-values estimated here from LPV are roughly consistent with
the simple theoretical model (b Cephei–type pulsation) dis-
cussed below.
4. MODELING THE OSCILLATIONS
The frequencies in Table 1 may not be stable over long
timescales. The large amplitude of should always be visiblef1
in ground-based photometry, but it was only reported in 1985
(Balona & Kambe 1999) and confirmed by the 2004 Hvar
photometry reported here. Further, in 1993 Kambe et al. (1997)
found that was the strongest LPV signal but it was not seenf19
in 2004, whereas has the larger LPV amplitude in 2004 butf17
was considered an alias of in 1993. This emphasizes thef19
importance of simultaneous spectroscopic and photometric
observations.
4.1. Rotation
The rotational frequency of z Oph is expected to be in the
range of 1–1.5 cycles day1, making , , and candidates.f f f8 12 15
Balona & Kambe (1999) favor something in the region of
1 cycle day1. Here corresponds to an equatorial speed off8
∼600 km s1, which Balona & Kambe (1999) claim is still less
than breakup for such a massive star; also corresponds tof8
the “super” period found by Harmanec (1989, 1999). Each of
, , and is only seen photometrically, and two might alsof f f8 12 15
be combinations of other frequencies ( ,f p f  f f p8 3 1 12
), making it difficult to single out one of them as thef  f6 4
rotational period in the absence of other evidence.
Four frequency pairs from Table 1 differ by 2.02 cycles day1
(viz., , , , and ) and by 4.04f  f f  f f  f f  f f  f5 1 6 14 18 17 19 13 3 2
cycles day1. This 2.02 cycles day1 difference is unlikely to
be an integer of the rotational frequency corresponding to even
(i.e., symmetric) modes, because rotation effects (e.g.,l  m
Fig. 1.4 – Gauche : Courbe de lumie`re pour l’e´toile ζ Ophiuchi, obtenue par le satellite
MOST. Droite : Spectre de puissance corresponda t. La p tite courbe dans le coin
droit supe´rieur c rrespond a` la feneˆtre. Celle-ci est tre`s propre et ne produit pas de pics
secondaires car les observations avec MOST contiennent tre`s peu de trous (diagrammes
tire´s de Walker et al. 2005).
cette e´tape peut eˆt e de´lica e qu nd le observations contiennent des trous (typiquement
le cas quand on fait des observations pendant plusieurs nuits a` artir d’un seul te´lescope).
Ces trous conduisent a` une feneˆtre qui est convolue´e avec le spectre re´el. De ce fait, les
pics d’amplitude qui correspondent a` des fre´quences re´elles sont accompagne´s de pics
secondaires fictifs qui peuvent ressembler a` des pulsations re´elles. On peut par exemple
regarder Aerts et al. (2004) pour voir les difficulte´s que posent ces pics secondaires.
Un des facteurs qui joue dans les mesures photome´triques est le fait que les contri-
butions de diff´rentes re´gions de l’e´toil peuvent s’ nnuler quand on les additionne. Ce
phe´nome`ne a lieu puisque contrairement au soleil, on ne re´sout pas la surface stellaire
mais on inte`gre la lumie`re sur le disque visible. Ainsi, un mode avec peu de nœuds a` la
surface sera bien visible pa la photome´tri . Par contre, un mode avec beaucoup de nœuds
a` la surface sera tre`s peu visible, puisque les contribution des re´gions plus lumineuses
seront compense´es par cell s des re´gions moins lumineuses. En pratique, pour un mode
dont la distribution spatiale est donne´e par une harmonique sphe´rique, l’effet d’annulation
devient tre`s important au-dela` de ` = 3 (voir par exemple Christensen-Dalsgaard 2003).
Missions spatiales
Il existe plusieurs missions spatiales de´die´es a` l’aste´rosismologie, base´es sur la me´thode
photome´trique. Les gains apporte´s par l’espace sont multiples. On peut obtenir une
meilleure sensibilite´ et stabilite´ photome´trique a` cause de l’absence de l’atmosphe`re ter-
restre. Le fait d’ˆtre n orbite permet de s’affranchir e l’alternanc jour-nuit et des
proble`mes lie´s a` la me´te´o qui empeˆchent l’obser ation continue des e´toiles. D ns la
table 1.1, on donne une liste de plusieurs missions spatiales venant de plusieurs pays.
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Nom/Acronyme Pays Lancement
WIRE∗ (Wide-field InfraRed Explorer) E´tats-Unis 1999
MOST (Microvariability and Oscillations of STars) Canada 2003
CoRoT (COnvection ROtation and planetary Transits) France/Europe 2006
Kepler E´tats-Unis 2008
∗Au de´part ce satellite devait faire un survey en infrarouge. Il a e´te´ reconverti en satellite
d’aste´rosismologie, suite a` l’e´chec de l’instrument principal.
Tab. 1.1 – Table de diffe´rentes missions spatiales de´die´es a` l’aste´rosismologie.
1.2.3 La spectroscopie
L’approche spectroscopique consiste a` prendre un spectre a` haute re´solution d’une
e´toile et de suivre son e´volution temporelle. Plus pre´cise´ment, on regarde diffe´rentes raies
spectrales et on analyse leurs variations au cours du temps. Il existe trois fac¸ons d’ana-
lyser ces variations. La premie`re consiste a` regarder l’e´volution au cours du temps du
centre des raies - ceci permet de mesurer les variations de la vitesse radiale. Ces variations
peuvent eˆtre dues a` la pre´sence d’une deuxie`me e´toile. On parle alors de binaires spectro-
scopiques. Elles peuvent aussi re´sulter de mouvements oscillatoires du gaz dans l’e´toile.
La pre´cision de cette me´thode devient moins bonne a` des vitesses de rotation e´leve´es, a`
cause de l’e´talement des raies spectrales (Bedding & Kjeldsen 2003). La deuxie`me fac¸on
concerne plutoˆt la variation du profil de la raie (« line profile variations »). De fac¸on
analogue a` la modulation rotationnelle des raies, les pulsations non-radiales provoquent
l’apparition de re´gions plus chaudes (donc plus lumineuses) et de re´gions plus froides
(donc moins lumineuses) a` la surface de l’e´toile, laquelle se traduit par une signature qui
se de´placent au sein des raies spectrales. La figure 1.5 illustre ce phe´nome`ne dans le cas
de ω1 Sco, une e´toile qui est a` la fois un β Cephei et une ζ Ophiuchi. Contrairement aux
taches, ces re´gions sont elles-meˆmes en de´placement par rapport a` la surface. Ainsi, la
pe´riode du phe´nome`ne correspond a` la pe´riode d’oscillation et non a` celle de rotation.
Cette me´thode de de´tection marche bien pour les rotateurs rapides, contrairement aux
mesures de variations de vitesse radiale. En effet, l’e´talement des raies spectrales facilite
la de´tection de signatures a` l’inte´rieur (Vogt & Penrod 1983). La troisie`me fac¸on concerne
la largeur e´quivalente (« equivalent width ») des raies. En effet, la largeur de certaines
raies, comme celles de Balmer de l’hydroge`ne, de´pend de la tempe´rature. Ainsi, on arrive
a` de´tecter des variations de tempe´rature provoque´es par les pulsations stellaires.
L’avantage des me´thodes spectroscopiques par rapport aux me´thodes photome´triques
est qu’elles permettent d’acce´der a` des pulsations de degre´ ` plus e´leve´. En effet, quand
on mesure des variations de profil de raies de rotateurs rapides, les contributions de
diffe´rentes re´gions ne s’additionnent pas (et ne peuvent donc se compenser) si elles ont
un de´calage Doppler diffe´rent. A` titre d’exemple, le mode de pulsation dans la figure 1.5
a un degre´ ` = 9± 1. D’autre part, graˆce aux spectrographes de tre`s haute pre´cision, on
arrive a` de´tecter des modes d’amplitude tre`s faible, notamment dans les e´toiles avec des
oscillations de type solaire. Par contre, les me´thodes photome´triques sont beaucoup plus
simples a` mettre en œuvre. L’analyse du signal photome´trique est aussi beaucoup plus
simple, mais moins riche en information.
A` partir de ces moyens d’observation, on peut alors identifier et caracte´riser diffe´rentes
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Figure 1. LPVs of the Si IIIλλ 4553 Å line of ω1 Sco. Figure taken from Telting and Schrijvers
(1998).
excited, e.g. ω1 Sco has a mode with an observed period of only 1.6 h. Most of
the stars discovered from LPV studies exhibit relatively high-degree modes and
this observation proves that the suggestion by Smith (1983) that at least one radial
mode is excited in all β Cep stars is wrong. This had already become clear from
LPV studies of some ‘well-known’ β Ceps after an analysis of their LPV behaviour
(e.g. β Cru – see Aerts et al., 1998).
Besides the five new LPV β Cep stars mentioned above, a large amount of
additional candidate members of the class emerged from LPV studies. Schrijvers
et al. (2002) and Telting et al. (2002) performed a systematic search for LPVs in
bright B0–B3 stars by taking a few spectra for some 100 stars, among them well-
known β Cep stars and Be stars. For quite a number of stars that were thought to
be constant from photometric surveys, substructures were discovered in the spec-
tral lines. Unfortunately, none of these candidate new β Cep stars was monitored
sufficiently intensive so far. The presence of asymmetries in the spectral lines has
to be confirmed by a long time-series of LPVs before these stars can definitely be
accepted as β Cep stars.
Fig. 1.5 – Variations du profil d’une raie spectrale dans l’e´toile ω1 Sco (HD 144470), une
e´toile de type β Cephei et ζ Oph (diagramme tire´ de Telting & Schrijvers 1998). Ceci
correspond a` un mode de pulsation de degre´ ` = 9± 1.
classes d’e´toiles pulsantes. On cherchera notamment a` connaˆıtre les vitesses de rotation
typiques de ces e´toiles.
1.3 Diffe´rentes classes d’e´toiles pulsantes
Une des f c¸o s de caracte´riser diffe´rentes e´toiles est de re´pertorier l urs positions
tempe´rature-l minosite´ dans un diagramme HR (Hertzsprung-Russell). Dans ce diagram-
me, on repe`re facilement la se´quence principale, les e´toiles ge´antes, les naines blanches et
ainsi de suite. Les diffe´rentes classes d’e´toiles pulsantes occupent des re´gions bien de´finies
dans ce diagramme, comme on peut le voir dans la figure 1.6 (tire´e de Christensen-Dalsgaard
2003). On explorera alors les proprie´te´s de plusieurs de ces classes.
1.3.1 Les δ Scuti
Les δ Scuti sont des e´toiles de type spectral A ou F. Elles pulsent principalement
en modes p. Aujourd’hui, on compte plus de 600 membres (Rodr´ıguez et al. 2000). Le
me´canisme d’excitation des pulsations est le κ-me´canisme dans la zone d’ionisation HeII
(voir par exemple Chevalier 1971). Elles ont des fre´quences propres de pulsation entre 20
minutes et 8 heures et des vitesses e´quatoriales qui peuvent de´passer 200 km.s−1. Dans la
figure 1.7, on montre un histogramme de la distribution des vitesses e´quatoriales projete´es,
tire´ de Rodr´ıguez et al. (2000). Ceci montre l’e´tendue des vitesses occupe´e par cette classe
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Fig. 1.6 – Diagramme HR (Hertzsprung-Russell) sche´matique qui montre la position de
diffe´rentes classes d’e´toiles pulsantes (diagramme tire´ de Christensen-Dalsgaard 2003).
d’e´toiles.
L’aste´rosismologie de ces e´toiles pose un certain nombre de proble`mes. Une des diffi-
culte´s principales est l’identification des modes de pulsation (voir par exemple Goupil et al.
2005). Les raisons pour cela sont : le fait d’avoir des trous dans les spectres de fre´quences,
les croisements e´vite´s entre diffe´rents modes, et les effets de la rotation rapide. Divers
efforts sont mis a` l’œuvre pour surmonter ces difficulte´s. Par exemple, le satellite CoRoT
abaissera le seuil de de´tection des modes de pulsation, ce qui pourrait combler les trous
dans les spectres de fre´quences. Des efforts dans la mode´lisation des effets de la rotation,
dont notamment la pre´sente the`se, permettront une meilleure prise en compte des effets
de la rotation.
On peut mentionner quelques exemples de δ Scuti qui sont particulie`rement inte´res-
sants. On commencera avec l’e´toile Alta¨ır. Re´cemment, Buzasi et al. (2005) ont mis
en e´vidence l’existence de pulsations de type δ Scuti dans cette e´toile. Par la suite,
Sua´rez et al. (2005) ont essaye´ d’interpre´ter ces pulsations au travers d’une grille de
mode`les d’e´toiles. Ils ont cherche´ les mode`les qui reproduisent au mieux les fre´quences
de pulsation. Les effets de la rotation e´taient mode´lise´s par une me´thode perturbative du
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Fig. 1. Distribution of the variables in the catalogue (N) as
function of the spectral type (ST )
cases, the old values do not change. The main sources for
changes have been V and B − V from the Hipparcos cat-
alogue (ESA, 1997) and rotational velocities from Solano
& Fernley (1997), but no trends are shown with the new
values.
2.2. Content
Figures 1 to 6 give us some insight about the content
of the catalogue. Figures 1 to 4 show the correspond-
ing distributions as functions of the spectral type, rota-
tional velocity, visual amplitude and period, respectively.
Figures 5 and 6 display some interesting cross-correlations
found between these parameters. In Fig. 1, only variables
with well defined available spectral types have been taken
into account, hence peculiar stars were not included in the
sample. As it can be seen, the majority of these stars have
spectral types between A6 to F2, with a peak at F0.
In relation to Fig. 2, by comparing this figure with
Fig. 7 of the R94 catalogue, the peak corresponding to the
interval 60−80 km s−1 has disappeared. Now, the distribu-
tion is more smoothed and the stars seem to be uniformly
distributed in all the range for rotational velocities lesser
than 180 km s−1. Only a peak remains for very low values
of vsini. This peak is due to the variables with high ampli-
tudes of luminosity variation. This is confirmed when we
plot Fig. 5, where the visual amplitudes versus rotational
velocities are shown. Similarly to R94, these two figures
point out that stars with large rotational velocities do not
exhibit large amplitudes, that is, the variables displaying
large amplitudes are very slow rotators. In fact, the mean
value of vsini for δ Sct variables with ∆V ≤ 0.m03 is found
to be of 109(±58) km s−1 whereas this is much smaller
for the large amplitude pulsators (< vsini > = 22(±10)
km s−1 for the variables with ∆V ≥ 0.m1 and a very sim-
ilar value is found for the variables with ∆V ≥ 0.m3).
Fig. 2. Distribution of the variables in the catalogue (N) as
function of the rotational velocity (vsini)
Fig. 3. Distribution of the variables in the catalogue (N) as
function of the visual amplitude (∆V )
Fig. 4. Distribution of the variables in the catalogue (N) as
function of the period (P )
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Fig. 5. Full average of the visual amplitude (∆V ) versus rota-
tional velocity (vsini)
This agrees well when considering the parametric reso-
nance as a mechanism to limit the amplitude of the pul-
sations, as mentioned in R94.
In relation to Fig. 3, the distribution is similar to that
found from the R94 sample. These stars show visual ampli-
tudes from a few thousandths of a magnitude to several
tenths. The majority of them present small amplitudes
(a few hundredths) with a typical value of about 0.m02.
Moreover, the number of low amplitude variables increases
nearly exponentially as decreasing the amplitude. In par-
ticular, nearly 30% of them show amplitudes smaller than
0.m02. It suggests we cannot exclude the possibility that
many of the apparently nonvarying stars in the δ Sct re-
gion vary but with undetectable amplitudes. On the other
hand, the distribution shown in our Fig. 4 resembles the
corresponding one found from the R94 list. Similarly to
the earlier catalogue, Fig. 4 point out that the majority
of these variables show short periods (about 80% of them
have periods shorter than 0.d15) and the number of vari-
ables decreases as the period is increasing. It can be due
to stars with longer periods are more evolved, hence the
probability of finding one star in this region of the H−R
diagram is smaller. Other reasons can be the selection ef-
fects mentioned in the R94 catalogue.
Additionally to the correlation found between the vi-
sual amplitudes and rotational velocities, another inter-
esting result is displayed in Fig. 6 where the mean periods
are shown versus the spectral type. As it can be seen, the
periods of the variables tend to increase when the spectral
types are later. It can be explained as an evolutionary ef-
fect due to the hotter δ Sct stars tend to be near the
main sequence while the variables presenting the latest
spectral types are more evolved (spectral class II and III).
However, no correlations are found for vsini versus spec-
tral type or vsini versus period. From an observational
point of view, it seems to be that stars in main sequence
Fig. 6. Mean period (P ) versus spectral type (ST )
rotate faster than evolved stars, however no correlation is
found between vsini and spectral types for the δ Sct-type
variables. It might be due to a selection effect because
there are few δ Sct stars with long periods and available
vsini values. It might also be that other parameters have
to be taken into account.
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Fig. 1.7 – Gauche : Distribution de v · sin i pour un e´chantillon de 191 δ Scuti. Droite :
Corre´lation entre l’amplitude de pulsation et v·sin i pour le meˆme e´chantillon (diagrammes
tire´s de Rodr´ıguez et al. 2000).
2e`me ordre. D’autres chercheurs (Domiciano de Souza et al. 2005, Peterso et al. 2006)
ont e´tudie´ cette e´toile par des me´thodes interfe´rome´triques. Graˆce a` l’assombrissement
gravitationnel, ils ont montre´ que l’e´toile avait une inclinaison d’environ i = 55◦, e qui
conduit a` une vitesse e´quatoriale aux alentours de 280 km.s−1. Dans la figure 1.3, tire´e
de Peterson et al. (2006), l’e´quateur est en violet, ce qui repre´sente une tempe´rature plus
faible par rapport aux poˆles. Comme on le mo trera dans cette the`se, les me´thodes de
Sua´rez et al. (2005) sont insuffisantes pour mode´liser correctement les effets d’une vitesse
de ro ation aussi e´leve´e.
Un deuxie`me exemple de δ Scuti est l’e´toile FG Vir, qui a fait l’objet de beaucoup d’ob-
servations. Dans Breger et al. (2005), on identifie 67 fre´quences propres inde´pendantes.
Ce nombre est tout a` fait comparable au nom re pre´dit de modes instables (avec ` ≤ 2).
On constate que le nombre de modes augmente rapidement au fur et a` mesure qu’on
abaisse le seuil de de´tection. Ainsi, cela sugge`re que les trous observe´s dans l spectres
de pulsation d’autres δ Scuti peuvent eˆtre comble´s en abaissant le seuil de de´tection.
Ne´anmoins, il reste a` faire une identification de mode pour chacune des fre´quences. La vi-
tesse e´quatoriale projete´e de cette e´toile est v · i i = 21 km.s−1, mais la mode´lisation par
identification spectroscopique indique une vitesse e´quatoriale aux alentours de 60 km.s−1
(Zima 2005).
Un autre aspect de ces e´toiles concerne les corre´lations entre l’amplitude des pulsa-
tions et l’incl aison de ce e´toiles. D’apre`s l’e´tude de Sua´rez et al. (2002), l’amplitude des
pulsations semble augmenter avec l’inclinaison i. Ai si, une e´toil q e l’on voit uivant
son e´quateur (i = 90◦) manifeste des pulsations d’amplitude plus e´leve´e que des e´toiles
avec une inclinaison faible. Dans la figure 1.8 (tire´e de Sua´rez et al. 2002), on montre la
corre´lation entre l’amplitude et l’inclinaison. Au premier abord, ceci semble en contra-
diction avec la figure 1.7 tire´e de Rodr´ıguez et al. (2000), dans laquelle on montre une
anticorre´lation entre v · sin i et l’amplitude du mode dominant. Ne´anmoins, l’e´chantillon
n’est pas le meˆme dans ces deux travaux. Dans Rodr´ıguez et al. (2000), on inclut des δ
Scuti en phase de combustion en couche de l’hydroge`ne, qui ont typiquement des am-
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plitudes de pulsation e´leve´es et des vitesses de rotation faibles (Michel, communication
prive´e). Ainsi, on peut penser que le stade e´volutif ou la rotation limite l’amplitude des
pulsations mais que ge´ome´triquement, l’amplitude croˆıt avec l’inclinaison.
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Fig. 3. Correlation diagrams for a set of photometric parameters obtained from the correction for rotation (see Table 6). Circles represent the
δ Scuti stars before correcting for the effect of rotation. Crosses represent the error bars (See Sect. 4 for details).Fig. 1.8 – Figure qui montre la corre´lation entre l’amplitude des pulsations et l’inclinaison
des δ Scuti (figure tire´e de Sua´rez et al. 2002).
1.3.2 Les γ Doradus
Les γ Doradus sont des e´toiles de type spectral F. Ces e´toiles oscillent suivant des
modes g d’ordre radial e´leve´ et de degre´ ` faible. Elles ont des fre´quences de pulsation
entre 8 et 80 heures. Ceci conduit a` des pe´riodes de pulsation comparables aux pe´riodes de
rotation. On compte plus de 60 membres (Henry & Fekel 2005, De Cat et al. 2006). Elles
ont un cœur convectif, suivi d’une zone radiative et d’une enveloppe superficielle convective
(voir par exemple la figure 1 de Dintrans & Rieutord 2000). Les modes de pulsation sont
excite´s au fond de cette enveloppe superficielle par un blocage du flux radiatif par la
convection (Guzik et al. 2000). Comme on peut le voir dans l’histogramme 1.9, les vitesses
e´quatoriales peuvent presque atteindre 200 km.s−1.
Il est parfois difficile d’obtenir de fac¸on fiable le spectre de fre´quences des γ Doradus.
En effet, il existe un phe´nome`ne de battement entre les diffe´rents modes de pulsation
qui conduit a` une modulation de l’amplitude sur des pe´riodes allant de plusieurs mois
a` plusieurs anne´es (Aerts et al. 2004). Vient s’ajouter a` cette difficulte´ les proble`mes
d’aliasing de 1-jour, tout a` fait comparables aux pe´riodes de pulsation (voir par exemple
Kaye et al. 2000).
L’e´toile HD 8801 est tre`s inte´ressante puisqu’elle manifeste a` la fois des pulsations
de type δ Scuti et γ Doradus (Henry & Fekel 2005). Sur les 6 pe´riodes de´tecte´es, 4 sont
suffisamment courtes pour eˆtre de type δ Scuti et donc sont probablement des modes
p. Les 2 autres ont des dure´es typiques des pulsations de γ Doradus. Les diffe´rents pa-
rame`tres physiques sont v ·sin i = 55 km.s−1, M = 1.55M et R = 1.7R (Henry & Fekel
2005). Du point de vue de l’aste´rosismologie, cette coexistence de modes p et modes g
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Fig. 1.9 – Distribution de v · sin i et Ω · sin i/ΩK pour un e´chantillon de 61 γ Doradus
(diagramme base´ sur Henry & Fekel 2005, De Cat et al. 2006, et les re´fe´rences cite´es a`
l’inte´rieur).
permet de contraindre a` la fois les parame`tres stellaires et la structure interne de l’e´toile
(Handler & Shobbrook 2002).
1.3.3 Les β Cephei
Les β Cephei sont des e´toiles de type spectral B0 a` B2 qui pulsent principalement avec
des modes de pression d’ordre radial faible et peuvent parfois exhiber des modes g. Leurs
pulsations sont interpre´te´es comme des modes non-radiaux (Ledoux 1951). Dans le passe´,
elles ont parfois e´te´ appele´es des β Canis Majoris. Au niveau de leur structure, elles ont un
cœur convectif bien de´veloppe´. Les pe´riodes de pulsation se situent entre 1,6 et 7,7 heures.
60% exhibent plusieurs modes de pulsation. L’amplitude des pulsations est de quelques
dizaines de mmag. La masse moyenne se situe autour de 12M. Stankov & Handler (2005)
donnent un catalogue et une description de´taille´e de ce type d’e´toiles. La figure 1.10 donne
des histogrammes1 des v · sin i et des Ω · sin i/ΩK. On constate que certaines des e´toiles
atteignent des vitesses de rotation tre`s e´leve´es, telles que HD 165174 avec v · sin i =
300 km.s−1.
Certaines des β Cephei sont aussi des e´toiles Be. C’est-a`-dire que parfois, les raies
d’hydroge`ne e´mettent plus que le continuum au lieu d’eˆtre plus sombres. Une explication
de ce phe´nome`ne est de dire que l’e´toile est entoure´e d’un disque de matie`re. Ce disque
pourrait eˆtre de la matie`re e´jecte´e par l’e´toile lors de pulsation. Un tel me´canisme se
produit quand l’e´toile tourne tre`s vite et que sa vitesse e´quatoriale est tre`s proche de la
vitesse Ke´ple´rienne.
Une e´toile inte´ressante est l’e´toile ν Eridani. Elle posse`de une vitesse e´quatoriale pro-
1Ces histogrammes sont base´s sur la liste donne´e sur le site :
http://www.ster.kuleuven.ac.be/∼peter/Bstars
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Fig. 1.10 – Distribution de v · sin i et Ω sin i pour un e´chantillon de 46 β
Cephei (diagramme base´ sur http://www.ster.kuleuven.ac.be/∼peter/Bstars).
Stankov & Handler (2005) montre aussi un histogramme de v · sin i pour un e´chantillon
de 71 e´toiles.
jete´e de seulement 25 km.s−1. Ne´anmoins, une e´tude re´cente (Pamyatnykh et al. 2004)
base´e sur l’interpre´tation de plusieurs de ses fre´quences sugge`re que le cœur de cette
e´toile tourne 3 fois plus vite que la surface, ce qui repre´sente une de´viation importante
par rapport a` la rotation uniforme.
1.3.4 Les « Slowly Pulsating B (SPB) stars »
Les SPB sont des e´toiles de type spectral B2 a` B9 qui exhibent des modes de gravite´
d’ordre radial e´leve´ et peut-eˆtre des modes r. Leurs masses se situent entre 3 et 8M
(voir par exemple Lee 2006). La pe´riode des pulsations est typiquement comprise entre
0,5 et 5 jours. La figure 1.11 montre des histogrammes2 des vitesses e´quatoriales projete´es,
v · sin i, et des vitesses de rotation, Ω · sin i/ΩK. Dans la figure 1.12, Balona (2000) fait une
comparaison du v · sin i entre un e´chantillon de 31 SPB et 612 e´toiles ordinaires de meˆme
type spectral. Cette figure montre que les SPB tournent plus lentement (trait plein) que
les e´toiles ordinaires (pointille´s). Ne´anmoins, e´tant donne´ les vitesses de rotation e´leve´es
des e´toiles de ce type spectral, les SPB atteignent aussi des vitesses importantes. La re´gion
d’instabilite´ des SPB dans le diagramme HR chevauche celle des β Cephei. Ainsi, on peut
espe´rer trouver des e´toiles qui exhibent a` la fois des modes de pression et des modes de
gravite´, ce qui permettra une meilleure compre´hension de leur structure interne.
1.3.5 Les e´toiles de type ζ Ophiuchi
Ce sont des e´toiles de type spectral O et B. Balona & Dziembowski (1999) donnent
une liste de 12 e´toiles de ce type. Elles sont caracte´rise´es par des bosses qui se de´placent
a` l’inte´rieur des raies spectrales (voir la figure 1.5), lesquelles sont interpre´te´es comme la
2Ces histogrammes sont base´s sur la liste donne´e sur le site :
http://www.ster.kuleuven.ac.be/∼peter/Bstars
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Fig. 1.11 – Distribution de v · sin i et (Ω · sin i)/ΩK) pour un e´chantillon de 31 SPB
(diagramme base´ sur http://www.ster.kuleuven.ac.be/∼peter/Bstars).
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Fig. 1.12 – Histogramme de v · sin i de 31 SPB (trait plein) et 612 e´toiles (pointille´s)
de meˆme type spectral (tire´ de Balona 2000). Bien que les SPB tournent plus lentement,
elles atteignent des vitesses de rotation e´leve´es.
signature de pulsations non-radiales. Pour pouvoir observer de telles bosses, il faut que
les raies soient suffisamment e´largies par la rotation via l’effet Doppler (Vogt & Penrod
1983), ce qui introduit un biais vers les rotateurs rapides. D’autres part, cette me´thode
de de´tection favorise les modes de degre´ ` e´leve´. La distinction entre ces e´toiles et les β
Cephei ou les SPB est plutoˆt observationnelle (Balona 2000). Ne´anmoins, il existe des
e´toiles qui sont a` la fois des ζ Ophiuchi et des β Cephei. La figure 1.13 donne les vitesses
e´quatoriales projete´es de ces e´toiles.
L’e´toile prototype de cette classe, ζ Ophiuchi, est une des e´toiles les plus inte´ressantes.
Avec v·sin i = 380 km.s−1, c’est elle qui posse`de la plus grande vitesse e´quatoriale projete´e.
On estime sa masse a` 20,2M et son rayon a` 8,9R (Repolust et al. 2004), ce qui donne
une vitesse Ke´ple´rienne aux alentours de 660 km.s−1. Re´cemment, elle a e´te´ observe´e
par le satellite Canadien MOST, ce qui a permis la de´tection de 19 modes de pulsation
(Walker et al. 2005).
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Fig. 1.13 – Distribution de v·sin i pour 12 e´toiles ζ Oph (base´e sur Balona & Dziembowski
1999).
1.3.6 Les e´toiles avec des pulsations de type solaire
Les pulsations de type solaire sont observe´es dans des e´toiles de type solaire ou dans des
ge´antes de type spectral F, G ou K. A` cause de leurs tempe´ratures effectives plutoˆt faibles,
elles ont une zone de convection importante a` la surface. Les mouvements turbulents
convectifs excitent des modes acoustiques d’ordre radial e´leve´ (n ' 15− 25). Bien qu’on
s’attende a` trouver ce type de modes dans toutes les e´toiles posse´dant une zone convective
semblable au soleil, on ne les a de´tecte´s que re´cemment dans une poigne´e d’e´toiles a`
cause de la tre`s faible amplitude des pulsations (∼ 10µmag pour le soleil). A` cause
des avance´es dans les moyens de mesure spectroscopique (provoque´es par la recherche
d’exoplane`tes), on a pu de´tecter ces modes graˆce aux variations de vitesse radiale observe´es
dans les raies spectrales et aux variations des largeurs de ces raies. La photome´trie permet
potentiellement de de´tecter ces modes, mais ne´cessite une pre´cision tre`s e´leve´e a` cause
de l’amplitude tre`s faible des pulsations. Le satellite MONS, par exemple, n’a pas re´ussi
a` de´tecter par la photome´trie des pulsations pourtant observe´es dans Procyon A par
des me´thodes spectroscopiques (Bedding et al. 2005). Dans la figure 1.14 est repre´sente´
un histogramme (en vert) des vitesses e´quatoriales d’un e´chantillon d’e´toiles de type [F-
K][IV], dans lesquelles on n’a pas force´ment trouve´ des oscillations. On a superpose´ un
histogramme en bleu fonce´ d’e´toiles pulsantes de type solaire (on exclut les e´toiles ge´antes).
Comme on peut le voir, on n’atteint pas des vitesses tre`s e´leve´es, surtout pour les e´toiles
pulsantes.
La mesure spectroscopique des vitesses radiales est actuellement la me´thode la plus
utilise´e pour de´tecter les pulsations de type solaire. Or, celle-ci introduit un biais ob-
servationnel vers les rotateurs lents puisqu’il est plus difficile de mesurer des variations
de vitesse radiale dans des raies e´tale´es par la rotation (Bedding & Kjeldsen 2003). Les
me´thodes photome´triques ne souffrent pas du meˆme proble`me, et on peut espe´rer qu’avec
leur de´veloppement (notamment au travers de missions spatiales), on ait acce`s aux pul-
sations de rotateurs plus rapides.
1.3.7 Re´sume´ des diffe´rents types d’e´toiles
La table 1.2 donne un re´sume´ des diffe´rentes proprie´te´s des classes d’e´toiles de´crites
dans ce chapitre. Comme on peut le voir, il y a de grandes disparite´s dans la dure´e
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Fig. 1.14 – Distribution de v ·sin i pour un e´chantillon d’e´toiles de type solaire. En vert, il
s’agit d’e´toiles de types spectraux [F,G,K][IV] dans lesquelles on n’a pas force´ment de´tecte´
de pulsation et qui proviennent de de Medeiros & Mayor (1999), alors que les barres en
bleu correspondent aux e´toiles pulsantes (de types spectraux [F,G,K][IV,V]) base´es sur
Bouchy & Carrier (2003), Bedding & Kjeldsen (2003, 2006).
et l’amplitude des pulsations, et dans les vitesses e´quatoriales projete´es (v · sin i). La
figure 1.15, adapte´e de Goupil & Talon (2002), montre l’amplitude de la force centrifuge
par rapport a` la gravitation (caracte´rise´e par Ω/ΩK) et le rapport entre l’e´chelle de temps
des pulsations et celle de la force de Coriolis (donne´ par µ = Ω/ω) pour diffe´rentes
classes d’e´toiles. Comme on peut le constater, beaucoup d’e´toiles pulsantes sont aussi des
rotateurs rapides. Ceci montre la ne´cessite´ de pouvoir mode´liser les effets de la rotation
rapide sur les pulsations stellaires si on veut pouvoir interpre´ter ces pulsations.
Type Type Pe´riode Type de Amplitude Nombre de v · sin i
d’e´toile spectral pulsation (en mmag) membres (en km.s−1)
Ω sin i
ΩK
δ Scuti A-F 0,3-8 h modes p 2-1000 > 600 0-300 0-0,55
γ Doradus F 0,3-3,3 j modes g 5-100 > 60 0-200 0-0,5
β Cephei B0-B2 1,6-7,7 h modes p 3-100 > 90 0-300 0-0,5
SPB B2-B9 0,5-5 j modes g 2-50 > 35? 0-300 0-0,3
ζ Oph O-B 1,5-15 h > 10 140-380
type solaire F-K 5-30 min† modes p 0,01-0,1∗ > 10 0-15 0-0,03
le soleil G2 V 5 min modes p 0,04∗ 1 2 0,005
∗On utilise la conversion 1 ppm ' 5,756 µmag
†On se limite a` des e´toiles de se´quence principale.
Les ge´antes ont des pe´riodes beaucoup plus longues.
Tab. 1.2 – Liste de diffe´rentes classes d’e´toiles pulsantes et caracte´ristiques.
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Fig. 1.15 – Domaines occupe´s par diffe´rentes classes d’e´toiles dans un diagramme Ω/ΩK
- µ, ou` (Ω/ΩK)
2 correspond au rapport entre la force centrifuge et la gravitation et µ
au rapport entre l’e´chelle de temps associe´e aux pulsations et celle associe´e a` la force de
Coriolis (diagramme adapte´ de Goupil & Talon 2002).
1.3.8 Cibles de CoRoT
Le satellite CoRoT permettra d’observer des transits plane´taires et des pulsations
stellaires avec beaucoup de pre´cision. La mission spatiale comprend des pe´riodes d’obser-
vation de 150 jours sur un champ fixe pour le programme principale, et des pe´riodes de
20 jours pour le programme secondaire. Ainsi, on obtiendra des fre´quences de pulsation
avec une pre´cision de 0.08µHz et 0.6µHz, respectivement. Dans la table 1.3, on donne la
liste des cibles principales de CoRoT, ainsi que quelques caracte´ristiques dont la vitesse
e´quatoriale projete´e (v · sin i). L’e´toile HD 181555, une des cibles principales de CoRoT,
est particulie`rement inte´ressante. Avec une vitesse e´quatoriale projete´e de 170 km.s−1,
elle ne´cessitera une mode´lisation comple`te des effets de la rotation, et non un traitement
perturbatif, comme on le verra par la suite. Dans la table 1.4, on liste quelques cibles
du programme secondaire. On a retenu seulement des rotateurs rapides, qui ne´cessiteront
eux aussi un traitement complet des effets de la rotation.
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E´toile Type Type masse v. sin i
HD HIP spectral en M en km.s
−1
170580 90676 B2 V β Ceph 16c
171834 91237 F3 V γ Dor 1,3 72a
177552 93743 F1 V 1,4 41b
180642 94793 B1.5 II-III β Ceph
181555 95112 A5 V δ Scuti 170a
43587 29860 F9 V 1,0 6c
49434 32617 F1 V γ Dor 90a
49933 32851 F2 V 1,3 10c
52265 33719 G0 III-IV Type solaire 1,1 5c
a Poretti et al. (2005)
b Poretti et al. (2003)
c Gillon & Magain (2006)
Tab. 1.3 – Liste d’e´toiles pour le programme principale de CoRoT(liste base´e sur
Baglin et al. 2004).
E´toile Dans le Type Type v. sin i
HD champ de (HD) spectral en km.s−1
43285 43587 B6 Ve > 250e
170699 170580 A3 δ Scuti > 200a
170782 170580 A2 δ Scuti 198a
177206 177552 δ Scuti > 200d
a Poretti et al. (2005)
d CorotSky : http://smsc.cnes.fr/COROT/A corotsky.htm
e Estimation base´e sur GAUDI (Solano et al. 2005)
Tab. 1.4 – Cibles secondaires de CoRoT avec une vitesse de rotation e´leve´e (liste base´e
sur Baglin et al. 2004).
Chapitre 2
Les mode`les pre´ce´dents
Comme on a pu le voir dans le chapitre pre´ce´dent, beaucoup d’e´toiles pulsantes sont
des rotateurs rapides. De ce fait, on a cherche´ a` prendre en compte les effets de la rotation
rapide sur les pulsations stellaires, dans le but de pouvoir ensuite interpre´ter celles qui
e´taient observe´es. Deux approches principales ont alors e´merge´ : l’approche perturbative
et l’approche comple`te. On se propose de retracer ici le de´veloppement historique de ces
me´thodes.
2.1 Bref historique des me´thodes perturbatives
Dans l’approche perturbative, l’hypothe`se de de´part est que la vitesse de rotation Ω
est un petit parame`tre. Ainsi, on de´veloppe le mode`le d’e´quilibre et les pulsations sous
forme de se´ries :
λ = λ0 + λ1Ω + λ2Ω
2 + ...+O (Ωn+1) (2.1)
v = v0 + v1Ω + v2Ω
2 + ...+O (Ωn+1) (2.2)
ou` les solutions d’ordre ze´ro (λ0,v0) correspondent au cas sans rotation et n a` l’ordre
de la me´thode. Les termes O (Ωn+1) sont suppose´s eˆtre petits et sont alors ne´glige´s.
De cette fac¸on un proble`me bidimensionnel est ramene´ a` une succession de proble`mes
unidimensionnels, ce qui facilite la re´solution nume´rique du proble`me.
L’histoire des me´thodes perturbatives commence avec les travaux de Cowling & Newing
(1949) et Ledoux (1951), dans lesquels on e´tablit les corrections du 1er ordre en Ω. Dans
ces travaux, on montre que la rotation le`ve la de´ge´ne´rescence des modes de pulsations
suivant l’ordre azimutal m en formant a` la place des multiplets dont les composantes sont
se´pare´es d’une distance uniforme, proportionnelle a` la vitesse de rotation. Par la suite,
Simon (1969) donne une me´thode du deuxie`me ordre pour calculer les effets de la rota-
tion, dont la de´formation stellaire, sur les modes quasi-radiaux (c’est-a`-dire la contrepartie
des modes radiaux dans les e´toiles en rotation). Sa me´thode se base sur une transforma-
tion ge´ome´trique qui permet d’aller d’une e´toile sphe´ro¨ıdale a` une sphe`re de re´fe´rence. Il
applique cette me´thode a` des mode`les polytropiques d’indice N = 3 (voir la partie 3.1
pour une description des mode`les polytropiques). Smeyers & Denis (1971) ge´ne´ralisent la
me´thode de Simon (1969) au cas des modes non-radiaux et l’appliquent au calcul des pul-
sations de mode`les de´forme´s a` densite´ constante. Chlebowski (1978) applique la formule
de Simon (1969) aux pulsations de naines blanches. Saio (1981) calcule des coefficients
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du deuxie`me ordre pour tenir compte des effets de la rotation et des mare´es pour des
mode`les polytropiques d’indice N = 3. Gough & Thompson (1990) e´tendent la me´thode
du deuxie`me ordre au calcul des effets d’une rotation diffe´rentielle Ω(r) et d’un champ
magne´tique incline´. Dziembowski & Goode (1992) de´veloppent une me´thode pour prendre
en compte les effets d’un profil de rotation de la forme Ω(r,θ) jusqu’au deuxie`me ordre.
Ils incluent, par ailleurs, les effets de couplage entre certains modes quasi-de´ge´ne´re´s, ce
qui donne lieu aux croisements e´vite´s. Par la suite, Soufi et al. (1998) e´tudient les effets
du 3e`me ordre de la rotation en introduisant un petit parame`tre supple´mentaire µ = Ω/ω
qui caracte´rise les effets de la force de Coriolis. Ils conside`rent des profiles de rotation
de la forme Ω(r) et tiennent compte du couplage entre certains modes quasi-de´ge´ne´re´s.
Karami et al. (2005) continuent le de´veloppement des me´thodes perturbatives du 3e`me
ordre.
D’autres travaux incluent la se´rie commence´e par Lee & Saio (1986), dont plusieurs
articles qui traitent de modes acoustiques d’e´toiles massives (10M) de la se´quence prin-
cipale. Il est difficile de savoir comment classifier leur me´thode nume´rique. En effet, le
mode`le d’e´quilibre est donne´ par une approche perturbative ou n’est pas de´forme´, et les
modes de pulsations ne sont pas issus d’un calcul perturbatif habituel. Ceux-ci sont de´crits
par des se´ries d’harmoniques sphe´riques tronque´es a` deux termes. Ainsi, la pre´cision at-
teinte est de l’ordre de O(Ω2) ou O(Ω3), comme pour les me´thodes perturbatives.
2.2 Historique des me´thodes comple`tes
Dans l’approche comple`te, le proble`me des oscillations stellaires d’e´toiles en rotation
rapide est traite´ comme un proble`me bidimensionnel. Ainsi, on n’est pas restreint a` de
faibles vitesses de rotation mais on a acce`s a` des vitesses quelconques ou` l’e´toile peut
eˆtre fortement de´forme´e. E´videmment, une telle approche demande beaucoup plus de
ressources nume´riques par rapport a` l’approche perturbative.
Le de´veloppement des me´thodes comple`tes est caracte´rise´ par diffe´rentes se´ries d’ar-
ticles plus ou moins inde´pendantes associe´es a` diffe´rents groupes de chercheurs ou me´tho-
des nume´riques. La premie`re se´rie, commence´e par Clement (1981) s’adresse aux e´toiles
classiques. Par la suite, la plupart des autres se´ries se focaliseront plutoˆt sur les e´toiles
a` neutrons. Il est aussi particulie`rement significatif que beaucoup de ces articles ne
s’inte´ressent pas tellement a` l’aste´rosismologie mais a` des phe´nome`nes tels que la sta-
bilite´ de l’e´toile, le rayonnement gravitationnel ou les effets qui ralentissent la rotation
stellaire, lesquels ne´cessitent moins de pre´cision.
La premie`re se´rie commence avec Clement (1981) qui propose pour la premie`re fois une
approche bidimensionnelle directe pour la re´solution des pulsations d’e´toiles en rotation
rapide. Jusqu’alors, les diffe´rentes approches utilise´es pour tenir compte des effets de la ro-
tation e´taient des me´thodes approximatives : soit on utilisait des me´thodes perturbatives
qui approximent les effets de la rotation, soit on utilisait des me´thodes de type e´quations
virielles ou variationnelles qui approximent les fonctions propres. L’article Clement (1981)
fut suivi de quatre articles supple´mentaires du meˆme auteur (Clement 1984, 1986, 1989,
1998). Dans Clement (1981), la me´thode nume´rique utilise´e est une me´thode de type
diffe´rences finies avec une approche non standard pour re´soudre le proble`me aux va-
leurs propres. Les mode`les d’e´quilibres sont des mode`les polytropiques d’indice N = 1
et des mode`les ZAMS de masse M = 15M en rotation rigide. Par la suite, Clement
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change d’approche. Dans Clement (1984, 1986, 1989), la me´thode nume´rique est base´e
sur une approche variationnelle. Contrairement aux travaux pre´ce´dents base´s sur un prin-
cipe variationnel, le nombre de coefficients variationnels utilise´s cette fois-ci est beaucoup
plus grand et se situe entre 42 et 81. Clement (1986) utilise des bases de fonctions qui
s’adaptent a` la fois aux modes p et aux modes g. Dans ce meˆme article, Clement montre
des exemples de croisements e´vite´s. Clement (1989) calcule pour la premie`re fois des
modes non-axisyme´triques. Dans tous ces articles, les mode`les d’e´quilibre e´taient soit des
mode`les polytropiques d’indices N = 1,2 et 3 soit des mode`les ZAMS avec M = 15M,
tous en rotation rigide. Clement (1998) cloˆt la se´rie avec deux me´thodes nume´riques
supple´mentaires, la premie`re e´tant une ame´lioration de celle de Clement (1981) et la
deuxie`me e´tant une inte´gration directe des e´quations diffe´rentielles. Dans cette deuxie`me
me´thode, Clement inte`gre les e´quations des oscillations en utilisant la me´thode de Runge-
Kutta en partant du centre de l’e´toile et de la surface, et cherche a` raccorder les deux
parties de la solution a` un point interme´diaire en ajustant la valeur propre par la me´thode
de Newton. La re´solution typique utilise´e dans ces travaux est 256 points pour grille ra-
diale et 5 points en θ. La me´thode est de type diffe´rences finies dans la direction radiale
et est spectrale suivant θ. Tout au long de sa se´rie d’articles, Clement insiste beaucoup
sur les difficulte´s nume´riques du proble`me, change plusieurs fois de me´thode et reste insa-
tisfait du re´sultat dans son dernier article. Il est aussi inte´ressant de noter qu’il a employe´
d’autres me´thodes qui ne sont pas de´crites ci-dessus (Clement 1994). On conclut donc
qu’il n’a jamais abouti a` des me´thodes nume´riques tre`s satisfaisantes et que le calcul
pre´cis des oscillations d’e´toiles en rotation rapide reste un proble`me ouvert.
Une deuxie`me se´rie d’articles commence avec Ipser & Lindblom (1989), le but e´tant
d’e´tudier la stabilite´ des e´toiles a` neutron, laquelle est lie´e a` la rotation. La me´thode
utilise´e dans cette se´rie est une re´solution directe des e´quations diffe´rentielles ce qui aboutit
a` un syste`me alge´brique aux valeurs propres (d’une forme plus complique´e que Av =
λBv). Ipser & Lindblom (1990) se servent d’une formulation du principe variationnel
de Ipser & Managan (1985) et Managan (1985) pour trouver une premie`re estimation
de la solution propre. Ensuite, le principe variationnel est utilise´ dans la ve´rification
des re´sultats et l’e´valuation de leur pre´cision. La me´thode nume´rique s’appuie sur les
diffe´rences finies dans la direction radiale et sur une me´thode spectrale suivant θ. La
re´solution est Nr = 500 et Nθ = 10. Le syste`me de coordonne´es utilise´ ne suit pas la
forme de l’e´toile puisqu’il s’agit du syste`me sphe´rique. Ipser & Lindblom (1991) e´tendent
la me´thode pour prendre en compte les effets de la dissipation visqueuse et du rayonnement
gravitationnel. Ceci permet l’e´valuation de la vitesse critique des e´toiles a` neutrons, au-
dela` de laquelle la rotation rend l’e´toile instable. Dans tous leurs travaux, ces auteurs
calculent les modes f de mode`les polytropiques d’e´toiles. Par ailleurs, contrairement a`
Clement et aux travaux effectue´s lors de la pre´sente the`se, l’exposant adiabatique utilise´
dans le calcul des pulsations est le meˆme que l’exposant polytropique (voir la partie 3.2.2).
Quelques anne´es plus tard, une troisie`me se´rie de´bute avec Yoshida & Eriguchi (1995).
Dans Yoshida & Eriguchi (1995) on recherche les modes f de mode`les polytropiques d’in-
dice N = 1 dans le cadre Newtonien et dans le cadre de la relativite´ ge´ne´rale. La
me´thode nume´rique est base´e sur des diffe´rences finies suivant les directions radiale et
angulaire. Le syste`me de coordonne´es s’adapte a` la forme de l’e´toile. Cet article est suivi
de Yoshida & Eriguchi (1997, 1999) dans lesquels sont calcule´s des modes f de mode`les po-
lytropiques puis de mode`les re´alistes d’e´toiles a` neutron base´s sur Komatsu et al. (1989).
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Ensuite, Yoshida & Eriguchi (2001) explorent les modes quasi-radiaux (jusqu’a` l’ordre ra-
dial n = 2) d’e´toiles a` neutrons, ce qui s’approche de nos pre´occupations puisqu’il s’agit
de modes p. Ensuite viennent plusieurs articles dans lesquels on explore les modes r et f.
Encore une fois, ces auteurs se limitent a` des mode`les d’e´toiles a` neutrons et n’e´tudient
pas le cas des e´toiles classiques.
Une autre se´rie est base´e sur des me´thodes nume´riques de´veloppe´es dans
Stergioulas et al. (2000), Font et al. (2000b,a) et Font et al. (2002). Au lieu de faire une
recherche directe de modes propres, l’algorithme nume´rique simule l’e´volution tempo-
relle d’une e´toile a` neutrons. Les modes propres peuvent ensuite eˆtre extraits graˆce a`
une analyse de Fourier des variations temporelles des diffe´rentes quantite´s physiques.
Font et al. (2001) et Stergioulas et al. (2004) e´tudient quelques modes p et f en utilisant
une approche 2D base´e sur des diffe´rences finies avec une grille en coordonne´es sphe´riques.
Stergioulas & Font (2001) et Font et al. (2002) simulent des pulsations stellaires en se ser-
vant d’un code 3D base´ sur des diffe´rences finies avec une grille carte´sienne. Les fre´quences
de Font et al. (2001) sont valide´es au travers de comparaisons avec les calculs line´aires de
Yoshida & Eriguchi (2001) et servent ensuite a` ve´rifier ceux de Font et al. (2002). Dans
tous ses travaux, les mode`les d’e´toiles a` neutrons sont polytropiques de meˆme exposant
que l’exposant adiabatique. L’avantage d’une telle approche est de pouvoir mode´liser
les phe´nome`nes non-line´aires qui ont lieu lors des pulsations. Ne´anmoins, la pre´cision
avec laquelle on obtient les fre´quences de´pend du nombre de cycles de pulsation simule´s
nume´riquement. On notera aussi que les re´solutions typiques qu’ils utilisent sont plus
e´leve´es que celles des travaux pre´ce´dents (voir la table 2.1).
Un autre travail beaucoup plus re´cent est celui d’Espinosa et al. (2004). Dans cet
article, il est question de modes acoustiques de mode`les a` densite´ uniforme. Par la suite,
Espinosa (2005) utilisera des mode`les re´alistes d’e´toiles issus de Claret (1999). La me´thode
nume´rique est initialement base´e sur les diffe´rences finies avec une re´solution importante
(Nr = 2000 et Nθ ∼ 200). Toutefois, afin de re´duire la taille de la matrice et d’e´liminer
les solutions issues d’arte´facts nume´riques, Espinosa projette celle-ci sur les polynoˆmes de
Legendre en utilisant Lmax ∼ 20 a` 40. Ce travail a aussi permis de mettre en e´vidence l’effet
diffe´rentiel de la parite´ des pulsations vis-a`-vis de l’e´quateur. En effet les modes paires et
les modes impaires ont des tendances diffe´rentes ce qui tend a` cre´er des paires des modes
adjacents de parite´s oppose´s au sein des multiplets. Espinosa et al. (2004) propose ce
phe´nome`ne comme explication des appariements de modes observe´s par Breger & Bischof
(2002).
Finalement, la pre´sente the`se est issue d’une autre se´rie qui de´bute par
Rieutord & Valdettaro (1997). Dans cet article, on de´veloppe une nouvelle me´thode nu-
me´rique base´e sur une approche spectrale dans les directions radiale et angulaires.
Rieutord & Valdettaro (1997), Rieutord et al. (2001, 2002) s’inte´resseront aux modes iner-
tiels dans une coquille sphe´rique. Par la suite, Dintrans et al. (1999), Dintrans & Rieutord
(2000) analyserons les modes gravito-inertiels dans une coquille sphe´rique, puis dans un
mode`le re´aliste d’e´toile de la se´quence principale (M = 1,5M) sans tenir compte des ef-
fets de la de´formation centrifuge. Par la suite, Lignie`res & Rieutord (2004), Lignie`res et al.
(2006a) regarderont les oscillations acoustiques de mode`les polytropiques de´forme´s par la
force centrifuge, mais sans tenir compte des effets de la force de Coriolis. Dans la pre´sente
the`se, on inclura alors les effets de la force de Coriolis, toujours pour des mode`les poly-
tropiques d’e´toiles.
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Dans la table 2.1, on donne une liste de quelques-uns des articles qui ont traite´ le
proble`me des pulsations d’e´toiles en rotation rapide. Pour chaque article, on donne une
re´solution nume´rique typique des calculs effectue´s et on pre´cise la fac¸on de discre´tiser les
e´quations. Comme on peut le voir, seuls les travaux de la meˆme se´rie que la pre´sente the`se
utilisent des me´thodes spectrales dans les deux directions. Pourtant, ce type de me´thode
permet d’obtenir une pre´cision e´leve´e.
Comme on peut le constater, il y a tre`s peu d’articles qui s’adressent aux modes
p, et parmi ceux-la`, plusieurs s’inte´ressent aux e´toiles a` neutrons plutoˆt qu’aux e´toiles
classiques. Ainsi, il ne reste plus que la se´rie par Clement, les travaux d’Espinosa, et les
travaux de Lignie`res. Comme on l’a vu, Clement n’e´tait jamais totalement satisfait de ses
me´thodes nume´riques, et comme cela sera montre´ dans la partie 5.2.2, il n’a pas atteint une
pre´cision tre`s e´leve´e (2 a` 3 chiffres significatifs). Le travail d’Espinosa n’a pas e´te´ poursuivi
au-dela` de Espinosa (2005) et utilisait plusieurs approximations lors du calcul des modes
propres. Il n’est donc pas e´tonnant que Sua´rez et al. (2005) s’appuie sur une approche
perturbative du 2e`me ordre pour interpre´ter les pulsations d’Alta¨ır. Bien que conscient
des limites de cette approche, Sua´rez regarde plutoˆt a` des me´thodes perturbatives du
3e`me ordre pour tenir compte des effets de la rotation rapide et non pas a` une me´thode
comple`te.
Ne´anmoins, comme nous le verrons dans le chapitre 6, l’approche perturbative est
insuffisante pour tenir compte des effets de la rotation rapide. Il faut donc e´laborer des
outils nume´riques base´s sur l’approche comple`te et les de´velopper jusqu’au point ou` l’on
puisse s’en servir pour interpre´ter les pulsations d’e´toiles en rotation rapide.
Re´fe´rence Re´solution Description
Clement (1989) 81 coefficients Variationnelle
Clement (1998) Nr = 256, Nθ = 5 Diffe´rences finies suivant r et
spectrale suivant θ
Ipser & Lindblom (1990) Nr = 500, Nθ = 10 Diffe´rences finies suivant r et
spectrale suivant θ
Dintrans & Rieutord (2000) Nr = 500, Lmax = 80 Spectrale dans les deux directions
Yoshida & Eriguchi (2001) Nr = 40, Nθ = 10 Diffe´rences finies
Font et al. (2001) Nr = 160, Nθ = 120 Diffe´rences finies
Espinosa (2005) Nr = 2000, Nθ ∼ 200 Diffe´rences finies suivant r, hy-
bride diffe´rences finies - spectrale
(Nθ ∼ 200, Lmax ∼ 40) suivant θ
Lignie`res et al. (2006a) Nr = 61,Lmax = 80 Spectrale dans les deux directions
Tab. 2.1 – Caracte´ristiques de diffe´rentes me´thodes nume´riques utilise´es pour calculer
diverses modes de pulsation dans les e´toiles en rotation. On remarquera que seuls les
articles Dintrans & Rieutord (2000) et Lignie`res et al. (2006a) font usage des me´thodes
spectrales dans les deux directions (suivant r et θ). Pourtant, ces me´thodes spectrales
permettent d’obtenir une pre´cision e´leve´e.
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Chapitre 3
Le formalisme
Dans ce chapitre, nous allons examiner les e´quations qui re´gissent les pulsations
d’e´toiles en rotation rapide. Il faut d’abord calculer un mode`le d’e´quilibre qui donne
la structure de l’e´toile, puis trouver les pulsations de ce mode`le. Les e´quations doivent
eˆtre mises sous une forme qui s’adapte a` la ge´ome´trie de l’e´toile et aussi a` la me´thode
nume´rique. On conclura par une e´tude des syme´tries qui interviennent dans les pulsations.
3.1 Mode`le d’e´quilibre
Dans nos calculs, nous avons utilise´ des mode`les polytropiques en rotation uniforme.
Un mode`le polytropique d’e´toile est un mode`le simplifie´ dans lequel on a introduit une
relation ad hoc entre la pression et la densite´. Ceci permet de fermer le syste`me d’e´quations
sans avoir a` re´soudre l’e´quation de´crivant le transport de la chaleur. Bien qu’artificiels,
ces mode`les furent parmi les premiers a` de´crire de fac¸on assez re´aliste la structure de
diffe´rentes parties d’e´toiles (voir par exemple Hansen & Kawaler 1994). Dans notre cas,
nous avons choisi de travailler avec des mode`les polytropiques a` cause de leur simplicite´,
leur inte´reˆt historique, et parce qu’ils sont facilement reproductibles. Ils satisfont aux
relations suivantes :
Po = Kρ
γ
o , (3.1)
~0 = −~∇Po − ρo~∇
(
Ψo − 1
2
Ω2s2
)
, (3.2)
∆Ψo = 4piGρo, (3.3)
La premie`re e´quation, l’e´quation (3.1), est la relation polytropique. Elle permet de
donner une relation entre la pression d’e´quilibre Po et la densite´ d’e´quilibre ρo sans faire
appel a` la tempe´rature. K est la constante polytropique et γ l’exposant polytropique. On
introduit aussi un indice polytropique N tel que γ = 1 + 1/N . Diffe´rentes valeurs de N
permettent d’approcher diffe´rentes parties d’une e´toile. Ainsi, N = 1,5 correspond a` une
zone convective et N = 3,25 a` une zone radiative1.
Dans des mode`les plus re´alistes d’e´toiles, on n’utilise pas la relation polytropique mais
plutoˆt une e´quation d’e´tat qui fait intervenir la pression, la densite´, la tempe´rature, la
1Une zone radiative ne peut eˆtre de´crite par un polytrope que pour des enveloppes sphe´riques et des
opacite´s qui suivent des lois de puissance, telles qu’une loi de Kramer.
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composition chimique locale et les re´actions nucle´aires. Il faut alors ajouter une e´quation
de conservation de l’e´nergie, qui de´crit le transport de la chaleur.
La deuxie`me e´quation, l’e´quation (3.2), correspond a` l’e´quilibre hydrostatique de
l’e´toile. Elle exprime le fait que les diffe´rentes forces, a` savoir la force de pression, la
gravite´ et la force centrifuge, se compensent. La variable Ψo correspond au potentiel gra-
vitationnel et 1
2
Ω2s2 au potentiel centrifuge (ou` s est la distance a` l’axe de rotation).
La troisie`me e´quation, l’e´quation (3.3), est l’e´quation de Poisson et exprime la relation
entre le potentiel gravitationnel et la densite´. G est la constante gravitationnelle.
Pour re´soudre ces e´quations, on introduit une pseudo-enthalpie de´finie par ho =∫
dPo/ρo. On obtient alors en utilisant la relation polytropique :
ho = (1 +N)
Po
ρo
(3.4)
ρo = ρc
(
ho
hc
)N
(3.5)
Po = Pc
(
ho
hc
)N+1
(3.6)
ou` l’indice « c » correspond a` la valeur au centre de l’e´toile. A` partir de l’enthalpie ho on
peut inte´grer directement l’e´quation (3.2). On obtient alors :
ho = hc − (Ψo − Ψc) + 1
2
Ω2s2 (3.7)
On re´injecte cette dernie`re e´quation dans l’e´quation (3.3) en se servant de l’e´quation (3.5) :
∆Ψo = 4piGρc
(
1− Ψo − Ψc
hc
+
Ω2s2
2hc
)N
(3.8)
Cette nouvelle forme de l’e´quation de Poisson ne de´pend plus que du potentiel gravitation-
nel Ψo. On re´sout alors cette e´quation en utilisant un sche´ma nume´rique ite´ratif. Puisque
l’e´toile n’est pas sphe´rique, il est ne´cessaire d’utiliser un syste`me de coordonne´es qui
s’adapte a` la forme de l’e´toile. Nous utilisons un syste`me analogue a` celui de Bonazzola et al.
(1998) et qui sera de´taille´ dans la partie la partie 3.2.4. Rieutord et al. (2005) donnent
plus de de´tails sur le sche´ma nume´rique.
On peut aussi exprimer l’e´quation de Poisson en n’utilisant que l’enthalpie :
∆ho = 2Ω
2 − 4piGρc
(
ho
hc
)N
(3.9)
Cette formulation correspond a` celle utilise´e par Chandrasekhar (1933) pour e´tudier les
mode`les polytropiques a` faibles vitesses de rotation.
Il est utile d’introduire des parame`tres sans dimension qui permettent de caracte´riser
les mode`les polytropiques :
Λ =
4piGρcR
2
eq
hc
, Ω? =
ΩReq√
hc
, α =
ρc
〈ρ〉 , ε = 1−
Rpol
Req
. (3.10)
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Ω? est une mesure de la vitesse de rotation, α le rapport entre la densite´ centrale et
une pseudo-densite´ moyenne 〈ρ〉 = 3M/4piR3eq, et ε l’aplatissement (Req et Rpol e´tant
les rayons e´quatorial et polaire, respectivement). La table F.1, contient la valeurs de ces
parame`tres a` diffe´rentes vitesses de rotation pour un polytrope N = 3.
3.2 Perturbations aux e´quations d’e´quilibre
Une fois que le mode`le d’e´quilibre est de´termine´, on peut calculer ses modes d’oscil-
lations. De fac¸on ge´ne´ral, le calcul des pulsations se rame`ne a` un proble`me aux valeurs
propres : Av = λBv ou` λ, la valeur propre, correspond a` la fre´quence, et v, le vec-
teur propre, donne la structure spatiale de la pulsation. A et B sont deux ope´rateurs
diffe´rentiels plus ou moins complique´s. Le syste`me d’e´quations donnant les pulsations est
obtenu en perturbant les e´quations d’e´quilibre et en extrayant les termes du premier ordre.
L’ordre ze´ro correspond aux e´quations d’e´quilibre et se simplifie automatiquement alors
que l’ordre deux est suppose´ eˆtre ne´gligeable. Ceci permet alors d’obtenir un syste`me
line´aire.
3.2.1 E´quations de pulsation
Dans notre cas, on obtient le syste`me adimensionnel suivant qui permet de de´crire les
pulsations adiabatiques :
λρ = −~v · ~∇ρo − ρo~∇ · ~v, (3.11)
λρo~v = −~∇p+ ρ~go − ρo~∇Ψ− 2Ω~ez × ρo~v, (3.12)
λp− λc2oρ =
ρoN
2
o c
2
o
‖~go‖2 ~v · ~go, (3.13)
0 = ∆Ψ− ρ. (3.14)
Les e´quations (3.11), (3.12) et (3.13) sont les e´quations de continuite´, d’Euler et d’e´nergie,
respectivement, et expriment la conservation de la matie`re, de la quantite´ de mouvement et
de l’e´nergie. Le term −2Ω~ez×ρo~v dans l’e´quation (3.12) correspond a` la force de Coriolis.
L’e´quation (3.14) est l’e´quation de Poisson, applique´e cette fois-ci aux perturbations de
la densite´. La de´pendance temporelle des solutions est de la forme exp(λt), ou` λ = iω, et
l’adimensionnalisation utilise´e est la suivante :
t = Trt, ρ = ρcρ, ~r = Req~r,
~g = gr~g, ~v = Vr~v, p = Prp,
Ω = ωrΩ, co = Vrco, No = ωrN o,
(3.15)
avec :
ωr = T
−1
r = (4piGρc)
1/2 , Vr =
Req
Tr
, gr =
Req
T 2r
= 4piGReqρc, Pr =
ρcR
2
eq
T 2r
. (3.16)
Nous avons introduit une autre forme adimensionne´e de la rotation, mais qui est lie´e a`
Ω? par la relation suivante :
Ω =
Ω?√
Λ
, (3.17)
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ou` Λ est donne´ par l’e´quation (3.10).
Le syste`me d’e´quations (3.11)-(3.14) fait intervenir plusieurs grandeurs physiques qui
caracte´risent la structure d’e´quilibre de l’e´toile :
~go = −~∇
(
Ψo − 1
2
Ω2s2
)
, (3.18)
c2o = Γ1Po/ρo, (3.19)
Γ1 =
(
∂ ln p
∂ ln ρ
)
ad
, (3.20)
N2o = ~go ·
(
− 1
Γ1
~∇Po
Po
+
~∇ρo
ρo
)
. (3.21)
ou` ~go est la gravite´ effective et donc tient compte de la force centrifuge. co est la vitesse
du son, Γ1 l’exposant adiabatique et N
2
o la fre´quence de Brunt-Va¨isa¨la¨. Ces diffe´rentes
quantite´s et la densite´ d’e´quilibre peuvent eˆtre exprime´es en fonction de l’enthalpie :
ρo = H
N , ~go =
~∇H
Λ
, c2o =
Γ1H
(N + 1)Λ
,
c2oN
2
o
‖~go‖2 =
Γ1
γ
− 1 (3.22)
ou` H = ho/hc est une forme adimensionne´e de l’enthalpie.
Le syste`me d’e´quations (3.11)-(3.14) est e´crit dans un re´fe´rentiel en rotation avec
l’e´toile. Quand on se place dans un re´fe´rentiel inertiel, les fre´quences propres sont modifie´es
de la fac¸on suivante :
ωinertiel = ω −mΩ (3.23)
ou` ωinertiel est la fre´quence dans le re´fe´rentiel inertiel. Nous avons introduit m qui est
l’ordre azimutal et qui intervient dans la de´pendance suivant φ des solutions. En effet, les
solutions sont de la forme f(r,θ)eimφ a` cause du de´couplage suivant m qui re´sulte de la
syme´trie axiale de l’e´toile.
Dans Lignie`res et al. (2006a), les e´quations (3.11)-(3.14) sont ramene´es a` un syste`me
d’e´quations a` trois variables scalaires dans lequel −ω2 joue le roˆle de valeur propre.
Une telle manipulation pre´sente l’avantage de re´duire le couˆt nume´rique ne´cessaire a`
la re´solution du proble`me. Ne´anmoins, quand on introduit la force de Coriolis, elle fait
apparaˆıtre un terme en ω, ce qui conduit a` un proble`me aux valeurs propres de la forme :
Av = ωBv+ω2Cv. La me´thode nume´rique qu’on a utilise´e n’est pas adapte´e a` la re´solution
de ce type de proble`me. Ainsi, on gardera le syste`me d’e´quations sous une forme similaire
a` (3.11)-(3.14).
3.2.2 Application de la me´thode de Frobenius
Le syste`me d’e´quations (3.11)-(3.14) produit de mauvais re´sultats nume´riques. Ceci
provient du fait que les variables p et ρ sont mal adapte´es a` la me´thode nume´rique. En
effet, si on applique la me´thode de Frobenius a` la surface de l’e´toile, on trouve que ces
variables se comportent de la manie`re suivante (voir l’annexe A) :
p = O
{
(1− ζ)N
}
(3.24)
ρ = O
{
(1− ζ)N−1
}
(3.25)
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ou` (1 − ζ) correspond a` la profondeur (dans l’e´quation (3.34), on donne une de´finition
plus pre´cise de ζ). Ce comportement peut avoir deux effets : premie`rement, les e´quations
de la dynamique des fluides conduisent a` l’e´galite´ 0 = 0 a` la surface de l’e´toile ce qui
rend le syste`me sous-de´termine´ au bord de l’e´toile. Deuxie`mement, quand N n’est pas un
nombre entier, on obtient des fonctions qui ne sont pas C∞ et donc se de´composent mal
sur les polynoˆmes de Chebyshev. On introduit alors les variables suivantes, qui sont O(1)
a` la surface stellaire, et qui permettent une bonne convergence nume´riques des re´sultats :
Π =
p
HN
, b =
ρ
HN−1
. (3.26)
Avec ce choix de variables, le syste`me qu’on obtient n’est plus sous-de´termine´, mis a`
part l’e´quation radiale d’Euler qui est alors une combinaison line´aire de l’e´quation de
continuite´ et l’e´quation d’e´nergie au bord de l’e´toile2. Il faut tout de meˆme noter que
quand N n’est pas entier, des puissances fractionnaires de (1 − ζ) subsistent dans ces
nouvelles variables, mais a` l’ordre N + 1. Ainsi, puisqu’elles sont a` un ordre plus e´leve´,
elles sont moins proble´matiques pour une de´composition spectrale. De plus, elles ne sont
plus l’ordre dominant de la solution.
Avec ces variables, on obtient le syste`me suivant :
λb = −N~v · ~∇H −H~∇ · ~v, (3.27)
λH~v = −H
(
~∇Π + ~∇Ψ
)
+ ~∇H
(
−NΠ + b
Λ
)
− 2ΩH~ez × ~v, (3.28)
λΠ− λ Γ1
(N + 1)Λ
b =
(
Γ1
γ
− 1
)
~v · ~∇H
Λ
, (3.29)
0 = ∆Ψ−HN−1b. (3.30)
Quand Γ1 = γ, alors N
2
o = 0 et le syste`me se simplifie :
λNΛΠ = −N~v · ~∇H −H~∇ · ~v, (3.31)
λ~v = −~∇Π− ~∇Ψ− 2Ω~ez × ~v, (3.32)
0 = ∆Ψ−NΛHN−1Π. (3.33)
Cette simplification est due au fait que la diffe´rentielle de la relation polytropique
l’e´quation (3.1) est la meˆme que l’e´quation de l’e´nergie (3.13). Cette situation correspond
mal a` des e´toiles classiques mais est assez typique des naines blanches et des e´toiles a`
neutrons, dans lesquelles l’e´quation d’e´tat est une relation polytropique (d’indice N =
1.5 pour un gaz non-relativiste et N = 3 dans le cas relativiste). Dans ce contexte, on
appelle pulsations adiabatiques des pulsations re´gies par l’e´quation d’e´tat. Par ailleurs,
les variables Π et b deviennent alors proportionnelles a` la perturbation eule´rienne de
l’enthalpie. Ainsi, on retrouve les e´quations de Yoshida & Eriguchi (1995), mis a` part des
termes supple´mentaires de dissipation pris en compte par ces auteurs.
2On remplace l’e´quation radiale d’Euler par sa de´rive´e radiale au bord de l’e´toile pour lever cette
sous-de´termination.
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3.2.3 Conditions aux limites
Pour pouvoir comple´ter le proble`me aux valeurs propres, il est ne´cessaire d’imposer
plusieurs conditions aux limites. Ceci permet alors d’obtenir un spectre discret de valeurs
propres.
Au centre de l’e´toile, il faut s’assurer que les diffe´rentes quantite´s ~v, Π, b, et Ψ gardent
un comportement re´gulier. Ceci s’exprime au moyen de conditions aux limites sur les
composantes radiales des solutions suite a` une projection de celles-ci sur la base des
harmoniques sphe´riques (voir la partie E.3).
A` la surface de l’e´toile, il faut s’assurer que les solutions ne divergent pas. A` cause
de la nature singulie`re des e´quations au bord de l’e´toile, il est ne´cessaire d’appliquer la
me´thode de Frobenius pour connaˆıtre le comportement des solutions (voir la partie 3.2.2
et l’annexe A). On trouve alors trois solutions borne´es line´airement inde´pendantes et
une solution divergente, ce qui s’accorde avec les re´sultats obtenus dans le cas sphe´rique
(Hurley et al. 1966). Les trois solutions borne´es satisfont la contrainte δp/ρo = 0 au bord
de l’e´toile (voir l’annexe A), ou` δp correspond a` la variation lagrangienne de la pression.
Ainsi, il faut que les solutions du proble`me obe´issent aussi a` cette contrainte. Or, en
choisissant Π et b comme variables, nous assurons automatiquement cela.
Il faut aussi imposer une condition sur le potentiel gravitationnel, qui exprime le
fait que le potentiel doit tendre vers ze´ro a` l’infini. Traditionnellement, on de´compose
le potentiel en harmonique sphe´rique au niveau de la surface et on applique une condi-
tion bien choisie sur chacune de ces composantes. Or, dans notre cas, la surface stellaire
n’est pas sphe´rique, ce qui induit des couplages entre les diffe´rentes composantes et com-
plique e´norme´ment la formulation d’une telle condition. De plus, cette de´marche peut
conduire a` des solutions divergentes (voir Hachisu et al. (1982)). Ainsi, nous avons ajoute´
un deuxie`me domaine autour de l’e´toile qui permet de prolonger le potentiel gravitation-
nel jusqu’a` une frontie`re sphe´rique. C’est sur cette frontie`re qu’on applique une condition
sur chacune des composantes radiales de la de´composition en harmoniques sphe´rique du
potentiel gravitationnel (voir la partie E.3).
3.2.4 Ge´ome´trie sphe´ro¨ıdale
A` cause de la forme aplatie de l’e´toile, il est ne´cessaire d’utiliser un syste`me de coor-
donne´es adapte´. En effet, si la surface stellaire ne suit pas une surface de coordonne´e, on
introduit des discontinuite´s ce qui pe´nalise fortement la pre´cision nume´rique des re´sultats,
surtout quand on utilise des me´thodes spectrales.
Le syste`me de coordonne´es sphe´ro¨ıdales (ζ,θ,φ) que nous avons utilise´ est base´ sur un
syste`me propose´ par Bonazzola et al. (1998), ou` ζ est la coordonne´e radiale, θ la colatitude
et φ l’angle azimutal. La figure 3.1 montre a` quoi ressemble ce syste`me pour un polytrope
N = 3 a` 84% de la vitesse de rotation ke´ple´rienne. Ce syste`me a e´te´ conc¸u a` la fois pour
s’adapter a` la forme de l’e´toile a` la surface mais aussi pour se rapprocher du syste`me
sphe´rique au centre (on peut le voir dans la figure 3.1 par la forme circulaire des iso-ζ
quand on se rapproche du centre).
La coordonne´e radiale ζ est implicitement de´finie de la manie`re suivante (Lignie`res et al.
2006a, Rieutord et al. 2005), les autres coordonne´es restant inchange´es :
r(ζ,θ) = (1− ε)ζ + 5ζ
3 − 3ζ5
2
(Rs(θ)− 1 + ε) , (3.34)
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Fig. 3.1 – Syste`me de coordonne´es utilise´ dans nos calculs.
ou` Rs(θ) correspond a` la surface de l’e´toile. Ainsi, a` partir d’un point (ζ,θ,φ), on arrive
a` trouver les coordonne´es sphe´riques (r,θ,φ) correspondantes. Quand ζ = 0 alors r = 0
et quand ζ = 1 alors r = Rs(θ). Ainsi, la surface de coordonne´e ζ = 1 correspond a` la
surface de l’e´toile. On ajoute a` l’exte´rieur de l’e´toile un deuxie`me domaine dans lequel la
coordonne´e radiale ζ satisfait l’e´quation suivante :
r(ζ,θ) = 2ε+ (1− ε)ζ + (2ζ3 − 9ζ2 + 12ζ − 4) (Rs(θ)− 1− ε) , (3.35)
ou` ζ prend des valeurs entre 1 et 2. Cette de´finition assure la continuite´ de r(ζ,θ) et rζ(ζ,θ)
a` travers la frontie`re ζ = 1 (ou` rζ repre´sente ∂r/∂ζ). A` ζ = 2, r = 2 et rζ = 1− ε.
A` partir de la`, on commence a` expliciter le syste`me d’e´quations en coordonne´es sphe´ro¨ı-
dales, en faisant appel a` l’analyse tensorielle car elle permet d’exprimer les ope´rateurs
diffe´rentiels dans un syste`me de coordonne´es quelconque (voir par exemple Garrigues
2001). Pour faire cela on introduit quelques de´finitions et formules (voir par exemple
Rieutord 2004) :
1. la base naturelle, de´finie par ~Ei = ∂i~r :
~Eζ = rζ~er ~Eθ = rθ~er + r~eθ ~Eφ = r sin θ~eφ (3.36)
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2. la base duale associe´e, de´finie par ~Ei · ~Ej = δij :
~Eζ =
~er
rζ
− rθ~eθ
rrζ
~Eθ =
~eθ
r
~Eφ =
~eφ
r sin θ
(3.37)
3. la forme covariante du tenseur me´trique, de´finie par gij = ~Ei · ~Ej, et son de´terminant.
Les termes non nuls sont :
gζζ = r
2
ζ gζθ = gθζ = rζrθ gθθ = r
2 + r2θ
gφφ = r
2 sin2 θ g = det (gij) = r
4r2ζ sin
2 θ
(3.38)
4. la forme contravariante du tenseur me´trique, donne´e par gij = ~Ei · ~Ej :
gζζ =
r2 + r2θ
r2r2ζ
gζθ = gθζ = − rθ
r2rζ
gθθ =
1
r2
gφφ =
1
r2 sin2 θ
(3.39)
5. le tenseur d’orientation, les termes non nuls e´tant :
εζ θ φ = εθ φ ζ = εφ ζ θ = −εζ φ θ = −εφθ ζ = −εθ ζ φ =
√
|g| = r2rζ sin θ (3.40)
6. les composantes de ~ez sur la base duale :
(~ez)
ζ = ~ez · ~Eζ = cos θ
rζ
+
rθ sin θ
rrζ
(~ez)
θ = −sin θ
r
(~ez)
φ = 0 (3.41)
On notera ~v = vi ~Ei le champ de vitesse, ou` les v
i sont les composantes contravariantes.
Ainsi, on obtient le syste`me d’e´quations suivant :
λb = −Nvi∂iH −H∂ivi −Hvi∂i
√|g|√|g| (3.42)
λHgijv
j = −H (∂iΠ + ∂iΨ) + ∂iH
(
−NΠ + b
Λ
)
− 2ΩHεjki(~ez)jvk (3.43)
λΠ− λ Γ1
(N + 1)Λ
b =
(
Γ1
γ
− 1
)
vi∂iH
Λ
, (3.44)
0 = gij∂2ijΨ +
∂i
(
gij
√
|g|
)
√|g| ∂jΨ−HN−1b (3.45)
ou` on a utilise´ la convention d’Einstein qui consiste a` sommer sur des indices re´pe´te´s
(vi ~Ei ≡ vζ ~Eζ + vθ ~Eθ + vφ ~Eφ).
Dans ce syste`me d’e´quations, on a utilise´ les composantes contravariantes de la vitesse.
Ne´anmoins, dans ce qui suit, on a projete´ la vitesse sur une autre base, de´finie a` partir
de la base naturelle :
~aζ =
ζ2
r2rζ
~Eζ =
ζ2
r2
~er,
~aθ =
ζ
r2rζ
~Eθ =
ζ
r2rζ
(rθ~er + r~eθ) ,
~aφ =
ζ
r2rζ sin θ
~Eφ =
ζ
rrζ
~eφ.
(3.46)
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Cette base pre´sente l’avantage de se re´duire a` la base sphe´rique habituelle quand Rs(θ)
tend vers la fonction f(θ) = 1, c’est-a`-dire quand on se rapproche d’une ge´ome´trie
sphe´rique. Une fois cette ge´ome´trie fixe´e, on peut alors expliciter le syste`me d’e´qua-
tions (3.27)-(3.30) :
λb = −Nζ
2
r2rζ
[
Hζu
ζ +
Hθu
θ
ζ
]
− ζ
2H
r2rζ
[
∂ζ
(
ζ2uζ
)
ζ2
+
∂θ
(
sin θuθ
)
ζ sin θ
+
∂φu
φ
ζ sin θ
]
, (3.47)
λ
[
ζ2Hrζu
ζ
r2
+
ζHrθu
θ
r2
]
=
2ΩHζ sin θuφ
r
−H (∂ζΠ + ∂ζΨ) +Hζ
(
b
Λ
−NΠ
)
, (3.48)
λ
[
ζ2rθu
ζ
r2
+
ζ(r2 + r2θ)u
θ
r2rζ
]
=
2Ωζ(rθ sin θ + r cos θ)u
φ
rrζ
− ∂θΠ− ∂θΨ + Hθ
H
(
b
Λ
−NΠ
)
, (3.49)
λ
ζuφ
rζ
= −2Ωζ
2 sin θuζ
r
− 2Ωζ(rθ sin θ + r cos θ)u
θ
rrζ
− ∂φΠ
sin θ
− ∂φΨ
sin θ
, (3.50)
λ
(
Π− Γ1b
(N + 1)Λ
)
=
ζ2
Λr2rζ
(
Γ1
γ
− 1
)[
Hζu
ζ +
Hθu
θ
ζ
]
, (3.51)
0 =
r2 + r2θ
r2r2ζ
∂2ζζΨ + cζ∂ζΨ−
2rθ
r2rζ
∂2ζθΨ +
1
r2
∆θφΨ−HN−1b, (3.52)
ou` :
cζ =
1
r2r3ζ
(
2rζrθrζθ − r2rζζ − r2ζrθθ + 2rr2ζ − r2θrζζ − r2ζrθ cot θ
)
, (3.53)
∆θφ = ∂
2
θθ + cot θ∂θ +
1
sin2 θ
∂2φφ. (3.54)
On remarquera que l’e´quation d’Euler a e´te´ projete´e sur la base duale. Cela est avanta-
geux d’un point de vue nume´rique (voir l’annexe B). L’e´tape suivante consiste a` projeter
ce syste`me sur la base des harmoniques sphe´riques et sera explique´e dans le chapitre
suivant (voir la partie 4.1.5).
3.3 Les syme´tries
Il existe plusieurs syme´tries dans ce syste`me d’e´quations que l’on peut exploiter.
Celles-ci permettent de faire une classification des modes d’oscillation, d’alle´ger le calcul
nume´rique et d’e´tablir certaines proprie´te´s qui interviennent dans les calculs perturbatifs.
La premie`re syme´trie vient du fait que l’e´toile est axisyme´trique. Ceci rend le proble`me
se´parable suivant φ. Du point de vue des harmoniques sphe´riques, un mode de pulsation
sera de´crit par une somme d’harmoniques sphe´riques avec le meˆme ordre azimutal m.
Ceci permet alors d’utiliser m dans la classification des modes. En particulier, m = 0
correspond a` des modes axisyme´triques.
Une deuxie`me syme´trie intervient a` cause de la syme´trie e´quatoriale de l’e´toile. A`
cause de cela, les modes de pulsations sont syme´triques ou antisyme´triques par rapport a`
l’e´quateur. On les appelera « paires » et « impaires », respectivement. On obtient de ce
fait deux syste`mes diffe´rentiels inde´pendants, un pour chaque parite´.
La troisie`me syme´trie intervient seulement si on ne´glige la force de Coriolis et n’ap-
paraˆıt que dans le re´fe´rentiel qui tourne avec l’e´toile. Dans cette situation, seules des
puissances paires de Ω interviennent dans les e´quations d’e´quilibre et de pulsation. Ainsi,
une solution donne´e est valable pour Ω et −Ω. D’autre part, un de´veloppement perturbatif
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des fre´quences ne fera intervenir que les puissances paires de Ω. On verra apre`s que la force
de Coriolis devient ne´gligeable quand l’ordre radial n des pulsations devient e´leve´. Ainsi,
les coefficients des puissances impaires de Ω d’un de´veloppement perturbatif deviennent
petit devant ceux des puissances paires de Ω quand n tend vers l’infini.
Pour expliquer la dernie`re syme´trie, on introduit l’ope´rateur S, qui correspond a` une
re´flexion suivant le plan qui passe par φ = 0 :
SA(r,θ,φ) = A(r,θ,− φ), (3.55)
S ~V (r,θ,φ) = Vr(r,θ,− φ)~er + Vθ(r,θ,− φ)~eθ − Vφ(r,θ,− φ)~eφ, (3.56)
ou` A est une quantite´ scalaire et ~V une quantite´ vectorielle. A` partir d’une solution
(ω, ρ, P,~v,Ψ,Ω, m) on construit une deuxie`me solution (ω,Sρ,SP,S~v,SΨ, − Ω, − m).
Physiquement, cette solution correspond a` l’image miroir de la premie`re par rapport au
plan me´ridien φ = 0. Clement (1989) constata l’existence de cette dernie`re syme´trie mais
n’a pas examine´ ses conse´quences sur les calculs perturbatifs des effets de la rotation. Ainsi,
pour examiner ces conse´quences, on part d’un de´veloppement perturbatif des solutions
ωn, `, m(Ω) et ωn, `,−m(−Ω) :
ωn, `,m(Ω) = ω
0
n, `,m + ω
1
n, `,mΩ + ω
2
n, `,mΩ
2 + ... +O (Ωk) , (3.57)
ωn, `,−m(Ω) = ω
0
n, `,−m + ω
1
n, `,−mΩ + ω
2
n, `,−mΩ
2 + ...+O (Ωk) , (3.58)
ou` ωjn, `,m est le j
ie`me coefficient perturbatif de ωn, `, m(Ω). La syme´trie impose ωn, `, m(Ω) =
ωn, `,−m(−Ω). En faisant correspondre les diffe´rentes puissances de Ω, on obtient alors
ωjn, `, m = (−1)jωjn, `,−m. Ainsi, les coefficients d’ordre paire sont des fonctions paires
de m et ceux d’ordre impaire sont des fonctions impaires de m. Ceci s’accorde avec
Dziembowski & Goode (1992) qui avaient trouve´ que les coefficients d’ordre 2 e´taient
des polynoˆmes en m2. L’ordre 3 confirme aussi cette proprie´te´ (Goupil, communication
prive´e).
Si on combine les deux syme´tries pre´ce´dentes, on trouve que ωn ` m = ωn `−m. Ce
re´sultat s’applique quand on ne tient pas compte des effets de la force de Coriolis et
quand on se place dans le re´fe´rentiel en rotation avec l’e´toile. Ainsi, on constate que les
effets de la force de centrifuge sont syme´triques suivant l’ordre azimutal.
Chapitre 4
La me´thode nume´rique
Afin de pouvoir re´soudre les e´quations diffe´rentielles qui re´gissent les pulsations stel-
laires, il faut faire appel a` des me´thodes nume´riques. Ces me´thodes doivent eˆtre d’une
pre´cision suffisante pour fournir des re´sultats utiles a` l’aste´rosismologie et pour e´tablir
de manie`re fiable la validite´ d’autres me´thodes. Ainsi nous avons fait plusieurs choix qui
permettent de satisfaire ces objectifs :
1. Utilisation d’un syste`me de coordonne´es adapte´ : en choisissant soigneuse-
ment le syste`me de coordonne´es, on peut faire co¨ıncider la surface de l’e´toile avec
une surface de coordonne´e, tout en s’approchant du syste`me sphe´rique au centre.
2. Emploi de me´thodes spectrales : dans ces me´thodes, les solutions d’un syste`me
d’e´quations diffe´rentielles sont repre´sente´es par une combinaison line´aire de fonctions
bien choisies. Suivant les cas, on peut obtenir une convergence exponentielle des
solutions en fonction de la re´solution.
3. Algorithme d’Arnoldi-Chebyshev : cette me´thode permet d’obtenir quelques
solutions propres d’un proble`me aux valeurs propres de manie`re efficace.
Le syste`me de coordonne´es a e´te´ de´taille´ dans le chapitre pre´ce´dent. Maintenant, nous
aborderons les me´thodes spectrales.
4.1 Me´thodes spectrales
4.1.1 De´finition
Les me´thodes spectrales sont des techniques mathe´matiques dans lesquelles on de´com-
pose des solutions mathe´matiques d’un proble`me sur des bases de fonctions bien choisies.
Ces me´thodes sont ge´ne´ralement utilise´es pour re´soudre des e´quations diffe´rentielles puis-
qu’elles permettent d’obtenir une grande pre´cision. Pour une description de´taille´e et une
comparaison avec les diffe´rences finies, le lecteur peut se re´fe´rer a` Gottlieb & Orszag
(1983), Fornberg (1998).
La de´composition d’une solution s sur une base de fonctions (fi) prendra typiquement
la forme :
s(x) =
∞∑
i=0
aifi(x) (4.1)
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Les fonctions (fi) sont en ge´ne´ral des polynoˆmes orthogonaux par rapport a` un produit
scalaire fixe´. Dans le travail pre´sente´ ici, on utilise deux familles de fonctions : les harmo-
niques sphe´riques et les polynoˆmes de Chebyshev. Leurs de´finitions et quelques proprie´te´s
sont rappele´es dans l’annexe D. Puisque l’on connaˆıt de manie`re analytique les de´rive´es
de ces fonctions, on arrive a` transformer un syste`me diffe´rentiel en un syste`me alge´brique
tout en gardant une tre`s bonne pre´cision nume´rique.
4.1.2 Espace re´el et espace spectral
Il existe deux fac¸ons de repre´senter une fonction s quand on travaille avec les me´thodes
spectrales. La premie`re consiste a` utiliser les coefficients (ai) donne´s dans la formule (4.1).
Cela s’appelle une repre´sentation spectrale. La deuxie`me consiste a` donner les valeurs de la
fonction s en des points (xj) bien choisis, que l’on appelle points de collocation. Ainsi, on
obtient la famille de valeurs (s(xj)) que l’on notera (sj). Il s’agit alors d’une repre´sentation
dans l’espace re´el. Le choix des points (xj) correspond aux points utilise´s dans une qua-
drature de Gauss-Lobatto. Avec ce choix, il est facile de passer d’une repre´sentation a`
l’autre graˆce a` des transformations line´aires (voir par exemple Canuto et al. 1988).
4.1.3 Convergence des solutions
En pratique, pour des applications nume´riques, on est oblige´ de tronquer la somme
dans l’e´quation (4.1). Ceci conduit naturellement a` des erreurs de troncature. En e´tudiant
cette erreur  en fonction du nombre N de termes utilise´s pour repre´senter s, on constate
que dans la plupart des cas, celle-ci est exponentielle ( ∼ exp(−τN)). Ceci diffe`re
des me´thodes de type diffe´rences finies dans lesquelles la convergence est alge´brique
( ∼ N−α). Ne´anmoins, pour des polytropes d’indice fractionnaire, on n’obtient pas une
convergence exponentielle mais alge´brique a` cause de puissances fractionnaires de la pro-
fondeur qui interviennent dans les solutions (voir l’annexe A).
4.1.4 Application a` notre proble`me
Dans notre me´thode nume´rique, nous faisons appel aux harmoniques sphe´riques (voir
l’annexe D.1) pour de´crire la de´pendance angulaire des solutions, et aux polynoˆmes de
Chebyshev pour de´crire la de´pendance radiale (voir l’annexe D.2). Ainsi une fonction
scalaire s’e´crit de la manie`re suivante :
Ψ(r,θ,φ) =
∞∑
`=0
∞∑
m=|`|
Ψ`m(r)Y
m
` (θ,φ) (4.2)
ou` chacune des fonctions radiales Ψ`m se de´composent :
Ψ`m(r) =
∞∑
j=0
a`, mj Tj(2r − 1) (4.3)
On utilise « 2r − 1 » pour se ramener a` l’intervalle r ∈ [0,1]. Une fonction vectorielle
prendra la forme :
~v(r,θ,φ) =
∞∑
`=0
∞∑
m=|`|
u`m(r)
~Rm` (θ,φ) + v
`
m(r)
~Sm` (θ,φ) + w
`
m(r)
~Tm` (θ,φ) (4.4)
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les fonctions radiales (u`m, v
`
m et w
`
m) e´tant ensuite de´compose´es sur les polynoˆmes de
Chebyshev. Dans l’imple´mentation nume´rique, la partie angulaire des solutions est de´crite
dans l’espace spectral, alors que la partie radiale est exprime´e dans l’espace re´el.
A` cause de la ge´ome´trie sphe´ro¨ıdale de l’e´toile, il est ne´cessaire de faire plusieurs
adaptations a` la de´composition en harmonique sphe´rique des solutions. La variable ζ
prendra la place de la variable r. Ainsi, une fonction scalaire s’e´crira :
Ψ(ζ,θ,φ) =
∞∑
`=0
∞∑
m=|`|
Ψ`m(ζ)Y
m
` (θ,φ) (4.5)
Par ailleurs, on utilisera la base (~aζ ,~aθ,~aφ) (voir l’e´quation (3.46)) au lieu de la base
sphe´rique habituelle (~er,~eθ,~eφ). On introduit alors une forme modifie´e des harmoniques
sphe´riques vectorielles de´duite des e´quations (D.6)-(D.8), que l’on notera abusivement
~Rm` ,
~Sm` ,
~Tm` :
~Rm` = Y
m
` ~aζ (4.6)
~Sm` = ∂θY
m
` ~aθ + DφY
m
` ~aφ (4.7)
~Tm` = DφY
m
` ~aθ − ∂θY m` ~aφ (4.8)
ou` Dφ ≡ 1sin θ∂φ. Dans la limite sphe´rique, quand Rs(θ) → 1, cette forme modifie´e
des harmoniques sphe´riques tendra vers les harmoniques sphe´riques habituelles puisque
(~aζ,~aθ,~aφ) → (~er,~eθ,~eφ). Ainsi, un champ vectoriel s’exprimera avec ces harmoniques
sphe´riques et les composantes radiales seront des fonctions de ζ.
4.1.5 Projection et discre´tisation des e´quations fluides
Pour projeter les e´quations de pulsations sur la base des harmoniques sphe´riques, on
proce`de en deux e´tapes. La premie`re consiste a` exprimer les diffe´rents inconnus sur la
base des harmoniques sphe´riques (voir l’e´quation (4.3) et l’e´quation (4.4)). La deuxie`me
consiste a` projeter les e´quations sur les harmoniques sphe´riques. Pour faire cela, on mul-
tiplie les diffe´rentes e´quations par {Y m` }∗ pour tous les ` ≥ |m| et on inte`gre sur 4pi
ste´radians (voir par exemple Rieutord 1987).
Pour illustrer ces deux e´tapes, on prendra comme exemple l’e´quation de continuite´.
L’e´quation de de´part est (voir l’e´quation (3.47)) :
λb = −Nζ
2
r2rζ
[
Hζu
ζ +
Hθu
θ
ζ
]
− ζ
2H
r2rζ
[
∂ζ
(
ζ2uζ
)
ζ2
+
∂θ
(
sin θuθ
)
ζ sin θ
+
∂φu
φ
ζ sin θ
]
(4.9)
Ensuite on de´compose les inconnus en harmoniques sphe´riques :
λ
∞∑
`′=|m|
b`
′
mY
m
`′ = −
∞∑
`′=|m|
Nζ2
r2rζ
[
Hζu
`′
mY
m
`′ +
Hθ
(
v`
′
m∂θY
m
`′ + w
`′
mDφY
m
`′
)
ζ
]
−
∞∑
`′=|m|
ζ2H
r2rζ
[
∂ζ
(
ζ2u`
′
m
)
ζ2
− `
′(`′ + 1)v`
′
m
ζ
]
Y m`′ (4.10)
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On remarquera qu’on a utilise´ les simplifications suivantes :
− `(`+ 1)Y m` = ∂2θθY m` + cot θ∂θY m` +
1
sin2 θ
∂2φφY
m
` , (4.11)
0 = ∂θDφY
m
` + cot θDφY
m
` −
1
sin θ
∂φ∂θY
m
` . (4.12)
Ensuite, l’e´quation elle-meˆme est projete´e sur la base harmonique :
λb`m =
∞∑
`′=|m|


−
∫∫
4pi
ζ2H
r2rζ
{Y m` }∗ Y m`′ dΩ ∂ζu`′m
−
∫∫
4pi
[
2ζH
r2rζ
+
ζ2NHζ
r2rζ
]
{Y m` }∗ Y m`′ dΩ u`′m
+
∫∫
4pi
`′(`′ + 1)ζH
r2rζ
{Y m` }∗ Y m`′ dΩ v`′m
−
∫∫
4pi
ζNHθ
r2rζ
{Y m` }∗ ∂θY m`′ dΩ v`′m
−
∫∫
4pi
ζNHθ
r2rζ
{Y m` }∗ DφY m`′ dΩ w`′m


(4.13)
ou` dΩ = sin θdθdφ. Pour chaque ` ≥ |m| on obtient une e´quation diffe´rente. On a uti-
lise´ l’orthogonalite´ des harmoniques sphe´riques pour simplifier le membre de gauche (voir
l’e´quation (D.4)). Les autres e´quations fluides sont donne´es en annexe (voir l’annexe E).
Pour calculer nume´riquement les diffe´rentes inte´grales de couplages, on utilise une qua-
drature de Gauss.
L’e´quation d’Euler est plus complique´e que les autres e´quations puisqu’elle est vec-
torielle. Pour projeter cette e´quation sur la base des harmoniques sphe´riques vecto-
rielles, on utilise un proce´de´ analogue a` ce qui se fait dans le cas sphe´rique. Ainsi, on
calcule l’inte´grale de l’e´quation (3.48) multiplie´e par {Y m` }∗. Ceci correspond dans le
cas sphe´rique a` calculer le produit scalaire entre l’e´quation d’Euler et
{
~Rm`
}∗
. Ensuite
on calcule l’inte´grale de {l’e´quation (3.49)} {∂θY m` }∗ + {l’e´quation (3.50)} {DφY m` }∗ et
{l’e´quation (3.49)} {DφY m` }∗ − {l’e´quation (3.50)} {∂θY m` }∗ sur 4pi ste´radians. Ceci est
l’analogue du produit scalaire avec
{
~Sm`
}∗
et
{
~Tm`
}∗
. Par construction, ces e´quations
tendront vers les e´quations classiques dans la limite sphe´rique.
Nous obtenons au final un syste`me infini d’e´quations diffe´rentielles couple´es dont les in-
connus sont les fonctions radiales b`m, Π
`
m, Ψ
`
m, u
`
m, v
`
m et w
`
m. Pour re´soudre nume´riquement
ces e´quations, on discre´tise les fonctions radiales sur la grille de collocation de Gauss-
Lobatto (on notera ζi les points de cette grille), associe´e aux polynoˆmes de Chebyshev.
La de´rive´e suivant ζ devient alors un ope´rateur alge´brique que l’on notera D. Si on re-
prend l’e´quation de continuite´, elle prendra alors la forme suivante :
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λb`m(ζi) =
∞∑
`′=|m|


−
∫∫
4pi
ζ2i H(ζi)
r2(ζi)rζ(ζi)
{Y m` }∗ Y m`′ dΩ
∑
j Diju`
′
m(ζj)
−
∫∫
4pi
[
2ζiH(ζi)
r2(ζi)rζ(ζi)
+
ζ2i NHζ(ζi)
r2(ζi)rζ(ζi)
]
{Y m` }∗ Y m`′ dΩ u`′m(ζi)
+
∫∫
4pi
`′(`′ + 1)ζiH(ζi)
r2(ζi)rζ(ζi)
{Y m` }∗ Y m`′ dΩ v`′m(ζi)
−
∫∫
4pi
ζiNHθ(ζi)
r2(ζi)rζ(ζi)
{Y m` }∗ ∂θY m`′ dΩ v`′m(ζi)
−
∫∫
4pi
ζiNHθ(ζi)
r2(ζi)rζ(ζi)
{Y m` }∗ DφY m`′ dΩ w`′m(ζi)


(4.14)
ou` chaque valeur de ` et i donne une e´quation diffe´rente. En regroupant toutes les
e´quations apre`s projection et discre´tisation, on obtient un proble`me alge´brique de la
forme Av = λBv, ou` A et B sont deux matrices carre´es pleines. Dans la figure 4.1 on
a repre´sente´ les termes non-nuls de ces matrices. Ce proble`me peut ensuite eˆtre re´solu
nume´riquement en utilisant la me´thode d’Arnoldi-Chebyshev.
Fig. 4.1 – Repre´sentation des termes non-nuls des matrices A et B calcule´es pour Nr =
Lmax = 10. Comme on peut le voir, ces matrices sont pleines et ne peuvent be´ne´ficier d’un
stockage e´conomique.
Les dimensions de ces matrices peuvent rapidement devenir e´leve´es. SiNr+1 repre´sente
le nombre de points de la grille de collocation et Lmax le degre´ maximal des harmoniques
sphe´riques, alors la taille T d’un coˆte´ des matrices A et B est :
T ' 3.5× Lmax × (Nr + 1) (4.15)
Ceci provient du fait qu’il y a 6 variables dans le premier domaine plus 1 dans le deuxie`me
fois Nr + 1 points de grille fois Lmax/2 harmoniques sphe´riques (le facteur 1/2 vient de la
parite´ des solutions qui supprime la moitie´ des harmoniques sphe´riques). Dans le cas de
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polytropes d’indice N = 1.5, cette formule est le´ge`rement modifie´e puisqu’on a e´limine´
une des variables (la densite´). Ainsi, on obtient T ' 3 × Lmax × (Nr + 1). De plus, a`
cause des couplages au niveau des harmoniques sphe´riques et de l’emploi des polynoˆmes
de Chebyshev, les matrices A et B sont pleines et ne peuvent be´ne´ficier d’un format
de stockage plus e´conomique (voir la figure 4.1). Ainsi, la me´moire vive requise a` la
re´solution du proble`me peut devenir tre`s importante1. Dans la table 4.1, on donne quelques
re´solutions utilise´es dans nos simulations, la taille des matrices et la taille me´moire au
niveau de l’exe´cution :
Dimensions de la matrice Ressources informatiques
N Nr Lmax T Me´moire Temps
3 60 80 17000 2,3 Go 15 min
3 80 80 22000 3,9 Go 35 min
3 84 180 53000 22 Go 10 heures
1,5 60 80 14000 1,7 Go 10 min
Tab. 4.1 – Diffe´rentes re´solutions utilise´es lors des simulations nume´riques. N correspond
a` l’indice polytropique, Nr + 1 le nombre de points dans la grille radiale, Lmax le degre´
maximal des harmoniques sphe´riques, T la taille des matrices A et B, M la me´moire
utilise´e et t le temps de calcul. On notera que la taille des matrices est le´ge`rement modifie´e
suivant la parite´ et l’ordre azimutal des modes propres et que le temps d’exe´cution de´pend
du taux d’utilisation du supercalculateur (les calculs ont e´te´ effectue´s sur l’Altix 3700 de
CALMIP).
4.2 Me´thode d’Arnoldi-Chebyshev
La me´thode d’Arnoldi-Chebyshev est une me´thode qui permet de calculer efficacement
quelques solutions d’un proble`me aux valeurs propres de grande dimension. Elle permet
de trouver les valeurs propres avec les modules les plus grands, les parties re´elles les plus
grandes ou les plus petites, ou les parties imaginaires les plus grandes. Si on applique
une transformation spectrale de type « shift and invert », on a aussi acce`s aux valeurs
propres autour d’une valeur cible qu’on appelle le « shift ». Comme son nom l’indique, elle
comporte deux parties principales : la me´thode incomple`te d’Arnoldi, et l’acce´le´ration de
Chebyshev. Braconnier (1993) contient une description de la me´thode et Chatelin (1988)
explique les bases the´oriques.
L’algorithme sche´matique suivant permet d’expliquer la me´thode d’Arnoldi-Chebyshev.
Les diffe´rentes e´tapes et les significations des diffe´rentes quantite´s seront explique´es apre`s :
1Dans l’imple´mentation nume´rique, on ne stocke que la matrice A− σB et non A et B se´pare´ment (σ
repre´sente le shift et est explique´ dans la partie 4.2.1).
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La me´thode d’Arnoldi-Chebyshev
1. Choisir un vecteur de de´part u, et re´gler les pa-
rame`tres r, m et k.
2. Appliquer la me´thode incomple`te d’Arnoldi. On
trouve alors la matrice Hm.
3. Appliquer la me´thode QR ou QZ sur Hm pour
trouver ses valeurs et vecteurs propres.
4. Si le crite`re de convergence est satisfait, alors ren-
voyer les solutions propres et terminer.
5. Calculer z, une combinaison line´aire des vecteurs
propres que l’on veut retenir.
6. Appliquer l’acce´le´ration de Chebyshev au vecteur
z pour re´duire la contribution des vecteurs propres
que l’on veut rejeter. Revenir a` l’e´tape 2.
Avant d’expliquer la me´thode, on commencera par e´crire le proble`me aux valeurs
propres :
Av = λv, (4.16)
ou` A est une matrice de taille n, n e´tant tre`s grande, v est un vecteur propre et λ une
valeur propre. L’objectif de la me´thode d’Arnoldi-Chebyshev est de trouver r solutions
propres (par exemple les r valeurs propres avec les parties re´elles les plus grandes).
L’e´tape 1 consiste a` fixer les parame`tres de l’algorithme et a` se donner un vecteur de
de´part u (de meˆme dimension que A). Le vecteur u est choisi de fac¸on ale´atoire. r est
le nombre de solutions propres recherche´es. Le parame`tre m correspond a` la dimension
de la matrice Hm et intervient dans l’e´tape 2. On a la relation suivante entre r, m et
n : r  m  n. k correspond au degre´ du polynoˆme de Chebyshev qui intervient dans
l’e´tape 6.
Dans l’e´tape 2, on applique la me´thode incomple`te d’Arnoldi, qui consiste a` projeter
orthogonalement la matrice A sur le sous-espace de Krylov Km = {u,Au,A2u,...Am−1u}.
Elle prend la forme de l’algorithme suivant :
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La me´thode incomple`te d’Arnoldi
Choisir u.
v1 = u/‖u‖.
for j = 1,...m do
z = Avj
for i = 1,...j do
hi, j = v
H
i z
z = z − hi, jvi
endfor
hj+1, j = ‖z‖
vj+1 = z/hj+1, j
endfor
ou` vH est le conjugue´ du transpose´ de v. On obtient par application de l’algorithme
l’e´galite´ suivante :
AVm = VmHm + hm+1, mvm+1e
T
m (4.17)
ou` Vm = [v1 v2 ... vm], Hm = (hi, j) et e
T
m = [0 ... 0 1]. Vm est une base orthonorme´e
de l’espace de Krylov, Km. Hm est une matrice carre´e de taille m qui correspond a` la
projection orthogonale de A sur Km. Le terme supple´mentaire hm+1, mvm+1eTm est fourni
gratuitement par l’algorithme, et intervient dans le crite`re de convergence.
L’e´tape 3 consiste a` appliquer une me´thode QR ou QZ a` la matrice Hm ce qui permet
de donner l’ensemble de ses solutions propres. Quelques unes de ces solutions propres per-
mettent d’approximer celles de A, surtout celles dont les valeurs propres sont en pe´riphe´rie
du spectre de A. On notera (µi,xi)i=1,m les solutions propres de Hm, et on supposera que
l’on veut conserver les solutions i = 1,r. Les solutions propres approximatives de A sont
(µi,Vmxi)i=1,r. Si on augmente la valeur de m, les valeurs propres de Hm se rapprochent de
celles de A. Dans le cas m = n, les deux matrices ont le meˆme spectre. Ainsi, il existe alors
un juste milieu sur la valeur de m. On veut e´viter une valeur trop faible ce qui donnerait
des valeurs propres trop approximatives, et on veut e´viter une valeur trop e´leve´e pour
re´duire le nombre de calculs.
L’e´tape 4 consiste a` appliquer le crite`re de convergence aux solutions propres approxi-
matives de A de´duites des solutions propres de Hm. L’ide´e derrie`re ce crite`re est qu’une
solution approximative (µ,x) est la solution exacte d’un proble`me aux valeurs propres
perturbe´ :
(A + ∆A)x = µx, (4.18)
ou` ∆A est une perturbation a` la matrice A. A` partir de l’e´quation (4.18), on de´duit
l’e´galite´ suivante :
‖∆A‖
‖A‖ =
‖Ax− µx‖
‖Ax‖ = η, (4.19)
ou` η repre´sente l’erreur relative sur A lie´e a` ∆A. Puisqu’il y a de´ja` une incertitude in-
trinse`que sur A a` cause de la repre´sentation informatique de ces composantes, ou lie´e a`
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d’autres raisons, il est inutile de chercher des solutions propres avec une erreur relative
plus faible. On cherchera donc des solutions avec η ≤ 10−15, quand on travaille en double
pre´cision. Si on part d’une solution propre approximative (µi,Vmxi), on peut e´valuer η,
en se servant de l’e´quation (4.17) :
η =
‖hm+1, mvm+1eTmxi‖
‖AVmxi‖ (4.20)
Si les r solutions propres satisfont le crite`re η ≤ 10−15 on peut alors terminer l’algorithme
et renvoyer ces solutions.
L’e´tape 5 intervient quand les solutions propres n’ont pas satisfait le crite`re de conver-
gence dans l’e´tape 4. Afin d’obtenir des solutions propres qui sont de meilleures approxi-
mations, il faut appliquer l’algorithme d’Arnoldi avec un meilleur vecteur de de´part. Dans
l’e´tape 5, on construit un vecteur interme´diaire z comme combinaison line´aire des r vec-
teurs propres approximatives.
Dans l’e´tape 6, on fait intervenir l’acce´le´ration de Chebyshev. On cherchera a` construire
un polynoˆme p(X) de degre´ k tel que les valeurs p (µi)i=1,r soient maximales et p (µi)i=r+1,m
soient minimales. A` partir des polynoˆmes de Chebyshev, on peut construire un polynoˆme
p(X) qui minimise les valeurs a` l’inte´rieur d’une ellipse. Si les m− r valeurs propres a` re-
jeter sont regroupe´es, on peut alors construire une ellipse qui contient ces valeurs propres.
En appliquant le polynoˆme p(X) a` A, on obtient un nouveau ope´rateur line´aire p(A) qui
maximise les contributions des vecteurs propres a` conserver et qui minimise celles des
autres vecteurs propres. Cet ope´rateur p(A) est applique´ au vecteur z pour donner un
nouveau vecteur de de´part u = p(A)z. Ceci comple`te la boucle et on revient a` l’e´tape 2.
La boucle est re´pe´te´e jusqu’a` ce que le crite`re de convergence soit satisfait dans l’e´tape 4.
4.2.1 Transformation spectrale
Si maintenant, on cherche a` obtenir les valeurs propres du proble`me ge´ne´ralise´ Av =
λBv, autour d’une valeur cible σ appele´e « shift », on applique alors la transformation
spectrale suivante :
(A− σB)−1Bw = µw (4.21)
A` partir des solutions (µ,w) de ce nouveau proble`me aux valeurs propres, on construit les
solutions du proble`me de de´part (λ = σ+ 1/µ,w). Plus |µ| est grand, plus λ se rapproche
de σ. Ainsi, les solutions propres de´sire´es sont en pe´riphe´rie du spectre de (A− σB)−1B.
On peut alors appliquer la me´thode d’Arnoldi-Chebyshev pour trouver ces solutions.
4.2.2 Bilan des calculs nume´riques
L’algorithme de´crit ci-dessus ne´cessite le calcul des produits de la forme Bx et xHy et
la re´solution de syste`mes line´aires de type (A − σB)x = b. Pour effectuer les re´solutions
de syste`mes line´aires il faut pre´alablement effectuer la factorisation LU de (A − σB).
Dans notre cas, la matrice (A − σB) est pleine et est tre`s longue a` factoriser : cela peut
repre´senter plus de 95% du temps de calcul ! Pour ame´liorer la me´thode, il faudrait trouver
une autre fac¸on de re´soudre (A−σB)x = b qui permet de contourner la factorisation LU.
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Chapitre 5
Validation et pre´cision de la me´thode
Pour pouvoir valider la me´thode et son imple´mentation, il est ne´cessaire d’effectuer
un certain nombre de tests et de comparer les re´sultats a` d’autres travaux qui ont e´te´
publie´s dans le passe´. Dans ce chapitre, on commencera par analyser la pre´cision des
mode`les d’e´quilibre. Ensuite, on e´valuera le calcul des fre´quences au travers d’une se´rie de
comparaisons avec Saio (1981), Clement (1984), Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994)
et entre Reese et al. (2006) et Lignie`res et al. (2006a). Ceci sera suivi de tests sur les
fre´quences, et on conclura sur la pre´cision globale des re´sultats.
5.1 Mode`le d’e´quilibre
Il existe diffe´rents moyens pour ve´rifier la pre´cision des mode`les d’e´quilibre. Une des
premie`res choses qu’on peut faire est de voir comment varient diffe´rentes quantite´s sans
dimensions, telles que celles de l’e´quation (3.10), en fonction de la re´solution et d’autres
parame`tres d’entre´e. Pour les mode`les sans rotation, ces quantite´s peuvent eˆtre compare´es
avec celles donne´es dans Seidov (2004). Dans la table 5.1, on effectue une telle comparai-
son ; comme on peut le voir, on arrive a` atteindre une pre´cision de six chiffres apre`s la
virgule. La table 5.1 donne une comparaison similaire, mais pour un mode`le polytropique
N = 3 avec une vitesse de rotation Ω = 0,59 ΩK. Ce tableau montre la forte de´pendance
de α et Λ en fonction de Nr et la ne´cessite´ d’avoir une re´solution radiale suffisante. La`
aussi, il semble que la pre´cision soit aux alentours de six chiffres apre`s la virgule.
Nr α Λ
50 54,182 480 87 47,566 520 74
60 54,182 481 06 47,566 520 85
100 54,182 480 87 47,566 520 74
Seidov (2004) 54,182 481 11 47,566 520 88
Tab. 5.1 – Quantite´s sans dimension d’un polytrope N = 3 sans rotation. Le parame`tre
Lmod est fixe´ a` 50. Comme on peut le constater, il est difficile d’atteindre une pre´cision
de 7 chiffres apre`s la virgule par rapport aux valeurs de Seidov (2004).
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Nr Lmod α Λ
50 16 81,108 265 69 63,025 583 86
20 50 81,108 444 82 63,025 591 55
50 50 81,108 249 13 63,025 575 39
50 60 81,108 249 08 63,025 575 36
60 50 81,108 249 38 63,025 575 52
60 60 81,108 249 38 63,025 575 52
Tab. 5.2 – Quantite´s sans dimension d’un polytrope N = 3 a` Ω = 0,59 ΩK. La re´solution
radiale, Nr, a plus d’effet sur les valeurs de α et Λ que Lmod la re´solution angulaire.
L’application du the´ore`me du viriel permet d’effectuer un deuxie`me test sur la pre´cision
du mode`le. On utilisera la formulation suivante du the´ore`me :
0 =
∫
V
ρoΩ
2
?r
2 sin2 θdV +
1
2
∫
V
ρoΨodV +
3
N + 1
∫
V
PodV, (5.1)
ou` ρo = H
N , Po = H
N+1 et Ψo = ψo/hc. Dans la pratique, quand on applique l’e´qua-
tion (5.1), on ne trouve pas exactement ze´ro mais un re´sidu qui correspond a` l’erreur sur
le mode`le. En appliquant ce test, on atteint parfois une pre´cision de 10−13. Au-dela`, la
pre´cision peut se de´grader si on continue a` ite´rer le programme. Dans la figure 5.1, on
montre les valeurs de Λ et les re´sidus obtenus avec le the´ore`me du viriel lors des ite´rations
successives. Comme on peut le voir, il y a deux phases. Dans un premier temps, le mode`le
est en train de converger vers la solution. Ensuite, une fois que la pre´cision maximale a e´te´
atteinte, les ite´rations successives de´gradent progressivement le re´sultat. Dans certains cas,
au lieu d’avoir une de´gradation du mode`le, on obtient une succession de mode`les autour
d’un point fixe. Cette situation est illustre´e dans la figure 5.1 a` droite. Quelque soit la
situation, le meilleur moment pour arreˆter les ite´rations est lors de la transition entre les
deux phases.
Dans nos calculs, on a utilise´ des mode`les un peu moins pre´cis que ceux qu’on peut
obtenir lors de la transition entre les deux phases. Ceci provient du re´glage du parame`tre
 qui sert de crite`re de convergence. Quand la valeur de  est trop faible, le programme
ne converge pas et ne renvoie pas la solution. Ainsi, en prenant une valeur plus e´leve´e, on
assure la convergence au prix d’une le´ge`re de´gradation du re´sultat. De ce fait, on obtient
typiquement une pre´cision de 4 × 10−10 en appliquant le the´ore`me du viriel. Pour les
mode`les sans rotation, α prend une valeur autour 54,182473, ce qui diffe`re de la valeur de
Seidov (2004) a` 10−5. Ainsi, on obtient une pre´cision relative de 10−7.
Une fois qu’on a e´value´ la pre´cision des mode`les d’e´quilibre, on peut alors analyser
celle des fre´quences de pulsations.
5.2 Comparaisons
Dans cette partie on fera des comparaisons avec diffe´rents travaux. Les deux premie`res
comparaisons sont limite´es par une pre´cision insuffisante des travaux cite´s. Les deux autres
comparaisons sont beaucoup plus pre´cises et permettent de donner beaucoup de confiance
aux re´sultats.
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Fig. 5.1 – E´volution de Λ et du re´sidu obtenu en appliquant le the´ore`me du viriel lors
des ite´rations successives. Gauche : Polytrope N = 3 sans rotation. Droite : Polytrope
N = 3 a` Ω = 0,59 ΩK. Dans les deux figures, chaque ite´ration est repre´sente´e par le
symbole “+” et relie´e par un trait continu. Comme on peut le voir, l’algorithme atteint
une pre´cision maximale, et ensuite tend vers des solutions moins pre´cises ou stagne autour
d’un point fixe.
5.2.1 Comparaison avec Saio (1981)
Saio (1981) a publie´ des coefficients perturbatifs du 2e`me ordre pour des mode`les po-
lytropiques d’indice N = 3. Ainsi, on peut chercher des coefficients perturbatifs a` partir
de nos calculs et voir si on peut re´obtenir ses re´sultats. La me´thode pour de´duire les
coefficients perturbatifs est explique´e dans la partie 6.2. Il faut pre´alablement changer le
dimensionnement de nos fre´quences, en utilisant les formules suivantes :
ωS81 =
√
3αnrω, (5.2)
ΩS81 =
√
3αnr
Λ
Ω?, (5.3)
Ceci vient du fait que dans les mode`les polytropiques de Chandrasekhar (1933), sur les-
quels est base´ le travail de Saio (1981), la densite´ et la pression centrales sont fixe´es.
A` partir de ses coefficients, on trouve la fre´quence via la formule donne´e par Saio (en
supprimant la contribution de la binaire) :
ω = ω0 − (1− C1)mΩ +
{
(X1 +X2 + Z) +m
2 (Y1 + Y2)
} Ω2
ω0
. (5.4)
Dans la table 5.3, on montre une comparaison entre les coefficients de Saio et ceux qu’on
obtient a` partir de nos calculs. On obtient un accord qualitatif entre les deux ce qui re´duit
le risque d’avoir fait des erreurs de programmation. Les diffe´rences (jusqu’a` 2%) re´sultent
d’impre´cisions dans le calcul Saio (1981) (il suffit de regarder les valeurs de ω2o et de les
comparer avec les re´sultats de Christensen-Dalsgaard & Mullan 1994).
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. . . . . . . . . . . . . . . .Saio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Nos re´sultats . . . . . . . . . . .
n ` ω2o C1 X1+X2+Z Y1+Y2 ω
2
o C1 X1+X2+Z Y1+Y2
1 0 9,252 ... -1,893 ... 9,255 ... -1,930 ...
2 0 16,98 ... -6,387 ... 16,985 ... -6,418 ...
3 0 28,47 ... -13,069 ... 28,482 ... -13,114 ...
1 1 11,40 0,030 -1,510 -3,484 11,404 0,030 -1,523 -3,478
2 1 21,55 0,034 -4,183 -7,896 21,552 0,034 -4,207 -7,887
3 1 34,92 0,034 -7,731 -13,673 34,919 0,034 -7,773 -13,677
4 1 51,52 0,031 -12,116 -20,773 51,505 0,031 -12,196 -20,821
5 1 71,33 0,027 -17,304 -29,159 71,289 0,027 -17,462 -29,301
6 1 94,37 0,024 -23,279 -38,809 94,252 0,024 -23,560 -39,107
1 2 15,26 0,154 -3,367 -1,161 15,264 0,154 -3,356 -1,147
2 2 26,72 0,082 -7,463 -2,384 26,723 0,082 -7,471 -2,375
3 2 41,48 0,055 -12,594 -3,906 41,473 0,054 -12,629 -3,904
4 2 59,46 0,041 -18,790 -5,732 59,428 0,040 -18,879 -5,745
5 2 80,64 0,032 -26,034 -7,863 80,567 0,032 -26,221 -7,901
6 2 105,0 0,026 -34,311 -10,297 104,877 0,026 -34,649 -10,373
1 3 18,44 0,119 -4,775 -0,731 18,444 0,119 -4,759 -0,726
2 3 31,26 0,074 -9,506 -1,344 31,260 0,074 -9,505 -1,340
3 3 47,33 0,052 -15,316 -2,110 47,316 0,052 -15,346 -2,109
4 3 66,61 0,039 -22,229 -3,022 66,566 0,039 -22,317 -3,027
5 3 89,11 0,031 -30,234 -4,078 88,999 0,031 -30,423 -4,094
6 3 114,8 0,025 -39,320 -5,276 114,604 0,025 -39,660 -5,308
Tab. 5.3 – Comparaison entre les coefficients perturbatifs de Saio (1981) et les coefficients
de´duits de nos calculs. Comme on peut le constater, il y a un accord qualitatif entre les
deux me´thodes. Les e´carts qui subsistent re´sultent des impre´cisions dans le calcul de Saio
(1981) (on peut de´ja` constater des erreurs sur les fre´quences a` rotation nulle en faisant
des comparaisons avec Christensen-Dalsgaard & Mullan 1994).
5.2.2 Comparaison avec Clement (1984)
Clement (1984) a calcule´ les modes de pulsations axisyme´triques (`,n) = [(0,1), (0,2),
(0,3), (2,1), (2,2), (4,1)] pour des mode`les polytropiques d’indices N = 1 et N = 3 avec
des vitesses de rotation allant de Ω = 0 a` Ω = 0,89 ΩK et Ω = 0,70 ΩK respectivement. Il
a utilise´ une me´thode non-perturbative base´e sur un principe variationnel. Pour pouvoir
faire une comparaison avec ses re´sultats, il faut d’abord trouver les mode`les polytropiques
sous-jacents. Nous avons eu du mal a` obtenir des mode`les e´quivalents a` ceux de Cle-
ment car ils semblent avoir e´te´ calcule´s avec une pre´cision insuffisante. Clement (1984)
donne des tables (tables 1 et 2) avec les valeurs de diffe´rentes quantite´s sans dimensions
qui permettent de caracte´riser les mode`les d’e´quilibres. Nous n’avons pas e´te´ capable de
reproduire des mode`les qui soient compatibles avec toutes ces quantite´s a` la pre´cision
indique´e par le nombre de chiffres significatifs. Dans les tables 5.4 et 5.5 on donnent les
correspondances obtenus pour les diffe´rentes quantite´s. Pour chaque quantite´ calcule´e par
Clement, nous avons de´termine´ un intervalle de Ω? nous permettant de retrouver cette
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quantite´ avec une incertitude de ±0,5 sur le dernier chiffre. Comme on peut le voir, les
quatre plages de Ω? obtenues pour les parame`tres υ, ρc/ρ, Req/Rp et ge/gp ne se super-
posent jamais.
αClement υ Ω? ρc/ρ Ω? Req/Rpol Ω? ge/gp Ω?
0,001 0,000494 0,11031± 6 55,6 0,1063± 18 1,021 0,1086± 13 0,919 0,1105± 3
0,002 0,000986 0,15888± 4 57,4 0,1578± 12 1,045 0,1577± 9 0,837 0,1585± 3
0,003 0,00148 0,1989± 4 59,4 0,1978± 9 1,072 0,1977± 7 0,751 0,1983± 2
0,004 0,00197 0,2353± 4 61,7 0,2334± 7 1,103 0,2341± 5 0,661 0,2345± 2
0,005 0,00245 0,2699± 4 64,5 0,2682± 6 1,140 0,2696± 4 0,565 0,2695± 2
0,006 0,00294 0,3065± 4 68,1 0,3045± 5 1,185 0,3053± 4 0,459 0,3057± 2
0,007 0,00342 0,3464± 5 72,9 0,3439± 4 1,247 0,3455± 3 0,337 0,3456± 2
Tab. 5.4 – Parame`tres de Clement (1984) pour le polytrope N = 3 et intervalles en Ω?
correspondants. On suppose une incertitude de ±0,5 sur le dernier chiffre des parame`tres
de Clement.
αClement υ Ω? ρc/ρ Ω? Req/Rpol Ω? ge/gp Ω?
0,001 0,00827 0,2059± 1 3,31 0,204+23−27 1,031 0,2017± 16 0,927 0,2087± 7
0,002 0,0169 0,3008± 5 3,33 0,286+17−18 1,068 0,2984± 11 0,853 0,3019± 6
0,003 0,0260 0,3825± 4 3,36 0,372+12−13 1,113 0,3840± 8 0,774 0,3825± 5
0,004 0,0357 0,4615± 4 3,40 0,458+9−10 1,162 0,4590± 7 0,686 0,4621± 4
0,005 0,0462 0,5442± 4 3,45 0,541± 7 1,229 0,5444± 6 0,590 0,5429± 4
0,006 0,0550 0,6151± 4 3,50 0,607± 6 1,295 0,6165± 5 0,502 0,6141± 4
0,007 0,0636 0,6892± 5 3,57 0,682± 5 1,372 0,6903± 5 0,408 0,6886± 4
0,008 0,0719 0,7707± 5 3,67 0,766± 4 1,469 0,7723± 4 0,305 0,7690± 4
0,009 0,0797 0,8712± 8 3,83 0,866± 3 1,605 0,8721± 3 0,173 0,8696± 4
Tab. 5.5 – Meˆme que la table 5.4 pour le polytrope N = 1.
Pour faire une comparaison entre les fre´quences publie´es par Clement (1984) et celles
qu’on obtient par notre me´thode, nous avons choisi les mode`les polytropiques corres-
pondants au parame`tre υ donne´ par Clement. Cette comparaison est donne´e dans les
tables 5.6-5.7 et est illustre´e dans la figure 5.2. On obtient un accord qualitatif entre
les deux re´sultats, mais les diffe´rences entre nos fre´quences et celles de Clement sont en
ge´ne´rale plus grandes que les barres d’erreur de´duites des incertitudes sur υ. Ainsi, la
pre´cision des valeurs de Clement (1984) est de 2 a` 3 chiffres significatifs. Les diffe´rences
peuvent en partie eˆtre attribue´es aux incertitudes sur les mode`les, mais le calcul des
fre´quences est lui-meˆme entache´ d’erreurs. On peut le voir en faisant des comparaisons
entre les valeurs des fre´quences a` rotation nulle (ou` il n’y a pas d’incertitude sur le mode`le)
et celles de Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994).
Ainsi, on obtient une fois de plus un accord qualitatif. Ne´anmoins, on ne peut pas
aller plus loin a` cause de la pre´cision limite´e des calculs de Clement. Il faut donc faire des
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(`,n) = (0,1) (`,n) = (0,2) (`,n) = (0,3)
αClement ωClement ωReese ωClement ωReese ωClement ωReese
0,0000 0,2390 0,2386 0,3252 0,3232 0,4222 0,4186
0,0010 0,2370 0,2366 0,3210 0,3188 0,4163 0,4125
0,0020 0,2350 0,2346 0,3175 0,3153 0,4128 0,4092-0,4091
0,0030 0,2331 0,2328 0,3148 0,3127 0,4105 0,4067
0,0040 0,2315 0,2313 0,3124 0,3104-0,3103 0,4078 0,4041-0,4040
0,0050 0,2295 0,2304 0,3097 0,3075-0,3074 0,4037 0,4067-0,4064
0,0060 0,2239 0,2302 0,3082 0,3075-0,3073 0,3948 0,3975-0,3973
0,0070 0,2139 0,2300-0,2299 0,3001 0,2994-0,2991 0,3715 0,3817-0,3811
(`,n) = (2,1) (`,n) = (2,2) (`,n) = (4,1)
αClement ωClement ωReese ωClement ωReese ωClement ωReese
0,0000 0,3081 0,3064 0,4092 0,4055 0,3605 0,3573
0,0010 0,3050 0,3030 0,4031 0,3989 0,3562 0,3527
0,0020 0,2999 0,2979 0,3923 0,3889 0,3505 0,3469-0,3468
0,0030 0,2933 0,2911-0,2910 0,3798 0,3772-0,3769 0,3430 0,3396-0,3394
0,0040 0,2852 0,2829-0,2827 0,3644 0,3651-0,3648 0,3334 0,3303-0,3301
0,0050 0,2754 0,2734-0,2731 0,3491 0,3533-0,3530 0,3207 0,3189-0,3186
0,0060 0,2632 0,2616-0,2614 0,3320 0,3387-0,3384 0,3013 0,2996-0,2993
0,0070 0,2450 0,2472-0,2470 0,3157 0,3075-0,3069 0,2798 0,2790-0,2785
Tab. 5.6 – Comparaison de fre´quences pour le polytrope N = 3.
comparaisons avec des re´sultats beaucoup plus pre´cis pour pouvoir quantifier la pre´cision
de la me´thode. Ceci est critique si on veut atteindre la pre´cision de missions spatiales
telles que CoRoT.
5.2.3 Comparaison avec Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994)
Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994) contient des fre´quences de pulsation tre`s pre´ci-
ses de diffe´rents polytropes a` rotation nulle. La me´thode nume´rique et le syste`me d’e´qua-
tions sont totalement diffe´rents des noˆtres. Ainsi, on obtient un test robuste de la pre´cision
de la me´thode en comparant leurs re´sultats aux noˆtres. Il faut pre´alablement mettre nos
fre´quences dans les meˆmes dimensions qu’eux :
νCDM = νg
√
3αω, (5.5)
ou` νCDM est notre fre´quence exprime´e dans leurs unite´s et ou` νg vaut 99.855377. On
obtient alors un tre`s bon accord entre les deux (∆ω/ω ∼ 10−7 pour un polytrope N = 3
et ∆ω/ω ∼ 10−8 pour un polytrope N = 1,5). Les modes qu’on a compare´s sont ` = 0−3,
n = 1− 10 pour N = 3 et ` = 0− 3, n = 15− 25 pour N = 1,5. Les diffe´rences viennent
d’erreurs d’arrondi du dernier chiffre.
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(`,n) = (0,1) (`,n) = (0,2) (`,n) = (0,3)
αClement ωClement ωReese ωClement ωReese ωClement ωReese
0,000 0,4387 0,4378 1,1089 1,1070 1,6648 1,6565
0,001 0,4371 0,4373 1,0902 1,0962 1,6037 1,6409
0,002 0,4374 0,4375 1,0852 1,0889 1,6180 1,6351
0,003 0,4391 0,4390 1,0839 1,0863 1,6277 1,6389-1,6390
0,004 0,4423 0,4429-0,4430 1,0854 1,0890-1,0891 1,6354 1,6500-1,6501
0,005 0,4498 0,4501-0,4502 1,0913 1,0969-1,0970 1,6535 1,6669-1,6670
0,006 0,4586 0,4581-0,4582 1,1067 1,1064-1,1066 1,6717 1,6839-1,6841
0,007 0,4678 0,4673-0,4674 1,1147 1,1183-1,1184 1,6789 1,7008-1,7010
0,008 0,4780 0,4775-0,4776 1,1239 1,1296-1,1297 1,6855 1,7149-1,7150
0,009 0,4890 0,4882-0,4883 1,1233 1,1386-1,1387 1,7015 1,7036-1,7027
(`,n) = (2,1) (`,n) = (2,2) (`,n) = (4,1)
αClement ωClement ωReese ωClement ωReese ωClement ωReese
0,000 0,9724 0,9711 1,5490 1,5428 1,2722 1,2697
0,001 0,9638 0,9687 1,5040 1,5338-1,5337 1,2497 1,2645
0,002 0,9580 0,9615-0,9614 1,4900 1,5141-1,5138 1,2476 1,2567-1,2566
0,003 0,9449 0,9479-0,9477 1,4660 1,4836-1,4832 1,2366 1,2451-1,2450
0,004 0,9235 0,9265-0,9262 1,4310 1,4448-1,4444 1,2173 1,2274-1,2272
0,005 0,8929 0,8961-0,8958 1,3790 1,3984-1,3980 1,1863 1,1988-1,1985
0,006 0,8628 0,8651-0,8648 1,3530 1,3592-1,3587 1,1561 1,1628-1,1623
0,007 0,8262 0,8293-0,8289 1,3030 1,3189-1,3183 1,1008 1,1103-1,1097
0,008 0,7843 0,7876-0,7870 1,2680 1,2842-1,2836 1,0262 1,0357-1,0345
0,009 0,7331 0,7348-0,7339 1,2100 1,2281-1,2270 0,9160 0,9150-0,9127
Tab. 5.7 – Meˆme chose que la table 5.6 pour le polytrope N = 1.
5.2.4 Comparaison entre Reese et al. (2006) et Lignie`res et al.
(2006)
Reese et al. (2006) et Lignie`res et al. (2006a) utilisent la meˆme me´thode nume´rique
mais des syste`mes d’e´quations totalement diffe´rents. A` des vitesses ∼ 0,59 ΩK, on obtient
un tre`s bon accord (∆ω/ω ∼ 10−7) pour des fre´quences sans la force de Coriolis et dans
le cadre de l’approximation de Cowling. Ainsi, on en conclut que l’imple´mentation de
la force centrifuge est correcte et atteint une haute pre´cision, meˆme a` des vitesses de
rotation e´leve´es. Pour tester la force de Coriolis, on fera appel au principe variationnel
dans la partie qui suit.
5.3 Autres tests
5.3.1 Le principe variationnel
A` partir d’un vecteur propre, on peut construire une e´quation du deuxie`me degre´
dont une des solutions correspond a` la valeur propre. On appellera cette solution « va-
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Fig. 5.2 – Trace´ des fre´quences de Clement (1984) et de nos propres calculs pour les
polytropes. On remarquera l’accord qualitatif entre les deux, mais qu’il existe ne´anmoins
des diffe´rences qui sont facilement de´tectables par les observations.
leur propre variationnelle » (note´e ωvar.) pour la distinguer de celle issue de la me´thode
nume´rique (note´e ω). Ceci fournit une autre fac¸on d’obtenir la valeur propre. En compa-
rant ω et ωvar. on obtient une ide´e de la pre´cision du calcul. D’apre`s le principe variation-
nel, l’erreur sur ωvar. est proportionnelle au carre´ de l’erreur sur le vecteur propre (c.f.
Christensen-Dalsgaard & Mullan 1994, et l’annexe C). On utilise la formulation suivante
de l’e´quation variationnelle (le calcul est pre´cise´ dans l’annexe C) :
ω2var.
∫
V
ρo|~v|2dV + 2iωvar.
∫
V
ρo~Ω · (~v∗ × ~v) dV
−|ω|2
(∫
V
|p|2dV
ρoc2o
−
∫
V∞
∣∣∣~∇Ψ∣∣∣2 dV)− ∫
V
ρoN
2
o |~v · ~eg|2 dV = 0,
(5.6)
ou` V repre´sente le volume de l’e´toile, V∞ tout l’espace et ~eg le vecteur unitaire dans la
meˆme direction que la gravite´. Le calcul des diffe´rentes inte´grales est fait nume´riquement
en utilisant la quadrature de Gauss dans la direction horizontale (avec 200 points de
re´solution) et une de´composition spectrale dans la direction radiale (avec 101 points de
re´solution). Dans l’annexe C, on donne les formules explicites des diffe´rentes inte´grales
en ge´ome´trie sphe´ro¨ıdale. En comparant ω et ωvar., on a obtenu en ge´ne´ral des diffe´rences
∆ω/ω ∼ 10−8. Ceci peut eˆtre compare´ a` Ipser & Lindblom (1990) dans lequel l’application
du principe variationnel donnait des diffe´rences de l’ordre de 10−3.
5.3.2 Roˆle des parame`tres nume´riques
Un dernier test qu’on peut faire est d’e´valuer le roˆle des parame`tres nume´riques. En
jouant sur la re´solution du mode`le (radiale et angulaire), celle des pulsations, la valeur
de σ (issue de la transformation spectrale « shift and invert », voir la partie 4.2.1) et
la valeur du crite`re de convergence des mode`les, , on peut analyser les variations des
valeurs propres. On a donc teste´ un e´chantillon de modes, repre´sentatif de l’ensemble des
pulsations calcule´es. La figure 5.3 montre l’effet de diffe´rents parame`tres sur la fre´quence
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associe´e au mode (n,`,m) = (10,2,1) a` Ω = 0.59 ΩK. Les deux figures en haut montre
l’effet de la re´solution sur le calcul de ω. La figure en bas a` gauche montre la distribution
de fre´quences obtenues lors du test sur le shift, et celle en bas a` droite compare les
diffe´rents taux d’erreur. Dans les figures sur la re´solution, on utilise la valeur de ω obtenue
a` re´solution maximale comme re´fe´rence. Pour le test sur le shift, on prend 50 shifts
ale´atoires au voisinage de ω et on calcul la distribution de valeurs propres correspondantes.
On peut alors comparer l’e´cart type de la distribution du shift et celui des valeurs propres
pour estimer l’influence du shift. En comparant les deux e´cart types (donne´s par les
niveaux σShift et σω dans la figure en bas a` droite), on trouve que des variations du shift
induisent des variations de la valeur propre 108 fois plus petites. Autrement dit, le shift a
tre`s peu d’influence sur la valeur propre.
La figure en bas a` droite re´sume les niveaux d’erreur induits par les diffe´rents pa-
rame`tres d’entre´e. Les niveaux Lmax et σω sont tre`s faibles puisqu’ils ne font pas inter-
venir de modifications sur le mode`le. Ainsi le calcul des fre´quences est tre`s pre´cis. Les
niveaux Nr et Lmax font intervenir des modifications sur le mode`le d’e´quilibre et montre
son importance sur le calcul des fre´quences. Le niveau E montre le taux d’erreur quand
on prend  = 10−8, ce qui est typique dans nos calculs de fre´quences. Si on prend une
valeur plus faible pour , on peut atteindre un niveau d’erreur comparable a` Lmod.
La table 5.8 donne un re´sume´ des re´sultats obtenus. Pour chaque parame`tre, on a
utilise´ la fre´quence obtenue avec la meilleure re´solution (ou avec la plus faible valeur de
) comme re´fe´rence. Dans la plupart des cas, l’erreur varie peu en fonction de la valeur
des diffe´rents parame`tres ce qui sugge`re qu’on a de´ja` atteint la pre´cision maximale pour
ces parame`tres. Parfois, ne´anmoins, l’erreur subit une forte de´croissance. Par exemple,
l’erreur E est a` peu pre`s proportionnelle a` . Pour les modes d’ordre radiaux e´leve´s, le
parame`tre Nr joue fortement sur l’erreur jusqu’a` ce qu’on ait mis une re´solution suffisante.
Pour le test sur le shift σ, on prend l’e´cart type σω des variations induites sur la valeur
propre.
Lmax Lmod Nr σω E
Valeurs 40, 44 ... 80 30, 34 ... 70 32, 36 ... 60 2− 5× 10−4 10−8...10−10
Basses fre´quences < 10−15 10−10 10−10 10−13 10−10
Hautes fre´quences 10−14 10−9 10−10 10−11 10−9
Tab. 5.8 – Variations des fre´quences induites par les parame`tres nume´riques. Lmax est la
re´solution angulaire des modes de pulsation, Lmod est celle des mode`les d’e´quilibre, Nr est
la re´solution radiale des mode`les et des pulsations (les deux sont pareils), σ est le shift et
 le parame`tre qui controˆle la convergence des mode`les. La ligne avec « Valeurs » donne
les diffe´rentes re´solutions utilise´es, l’e´cart type des diffe´rentes valeurs de σ, et les valeurs
pour . Les deux lignes qui suivent donnent l’amplitude des variations des fre´quences
(adimensionne´e par
√
4piGρc) une fois qu’on a atteint une pre´cision maximale.
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Fig. 5.3 – Les quatre figures montrent les effets des diffe´rents parame`tres sur la fre´quence
associe´e au mode (n,`,m) = (10,2,1) a` Ω = 0,59 ΩK. Les erreurs sont adimensionne´es
par
√
4piGρc. En haut, a` gauche : e´volution de l’erreur en fonction de la re´solution
angulaire du mode`le. La re´solution angulaire des pulsations a tre`s peu d’effet sur les
erreurs puisqu’on a de´ja` atteint une re´solution suffisante a` Lmod = 30. En haut, a` droite :
e´volution de l’erreur en fonction de la re´solution radiale. L’erreur de´croˆıt fortement au
de´part avant de se stabiliser autour de 10−9,5 pour Nr ≥ 44. Ceci est normal, puisque
l’ordre radial du mode est e´leve´ et ne´cessite une re´solution radiale plus importante. En
bas, a` gauche : distribution des fre´quences obtenue lors du test sur le shift. Le test
consiste a` prendre 50 shifts ale´atoires (au voisinage de ω) et de calculer les valeurs propres
correspondantes. L’e´cart-type des variations sur le shift σShift vaut 2,6 × 10−4 alors que
celui des variations de la fre´quences σω est 1,9× 10−12. En bas, a` droite : cette figure
compare les diffe´rents erreurs et l’amplitude des variations sur le shift sur une e´chelle
logarithmique. La ligne Lmax montre les effets de la re´solution angulaire du mode de
pulsation. σω donne l’amplitude des variations de ω lors du test sur le shift. Nr donne
l’effet de la re´solution radiale et Lmod celle de la re´solution angulaire du mode`le. Pour les
lignes Lmax, Nr et Lmod on a pris la diffe´rence entre les valeurs propres obtenues pour les
deux re´solutions maximales. La ligne E montre l’erreur quand on prend  = 10−8, ce qui
est typique dans nos calculs de fre´quences. La ligne σShift est trace´e avec des tirets pour
la distinguer des autres puisqu’elle ne correspond pas a` des erreurs nume´riques mais a`
l’amplitude des variations sur le shift.
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5.4 Discussion
On voit qu’il est possible d’atteindre une pre´cision de l’ordre de 10−9 a` 10−10 avec
notre me´thode nume´rique (voir la table 5.8). Or, dans nos calculs, nous avons utilise´
 = 10−8 au lieu de  = 10−10. Ainsi, nos fre´quences ont une pre´cision relative de 10−7
(voir la figure 5.3 en bas, a` droite). Ne´anmoins, ceci est largement suffisant par rapport a`
la pre´cision de la mission CoRoT qui ne´cessitera au plus 10−5.
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Troisie`me partie
Les re´sultats
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Chapitre 6
Validite´ des me´thodes perturbatives
Ayant e´tabli la pre´cision e´leve´e de la me´thode dans le chapitre pre´ce´dent, on se propose
d’e´valuer la validite´ des me´thodes perturbatives, couramment utilise´es pour prendre en
compte les effets de la rotation. Avant de pouvoir effectuer de telles comparaisons, il est
ne´cessaire de calculer des coefficients perturbatifs. Ainsi, on montrera dans un premier
temps comment trouver de tels coefficients a` partir des calculs complets. Ensuite, on
enchaˆınera par une comparaison de´taille´e entre les deux me´thodes.
6.1 Domaine de modes calcule´s
Dans ce qui suit, les modes qui ont e´te´ analyse´s sont les modes de degre´s ` = 0 a` 3,
d’ordres radiaux n = 1 a` 10, et d’ordre azimutaux m = −` a` `. Ceux-ci ont e´te´ calcule´ pour
un mode`le polytropique d’indice N = 3 et un exposant adiabatique Γ1 = 5/3. L’annexe F
contient une liste de fre´quences obtenues a` diffe´rentes vitesses de rotation. C’est aussi a`
partir de ces modes qu’a e´te´ fait l’analyse dans le chapitre suivant, sauf dans quelques
figures.
6.2 Calcul des coefficients perturbatifs
La fac¸on traditionnelle de calculer ces coefficients repose en ge´ne´ral sur une re´solution
d’e´quations aux perturbations a` des ordres successifs (voir par exemple Soufi et al. 1998).
Cette me´thode est tre`s complique´e, comme on peut le voir dans l’article susmentionne´,
et sort du cadre du travail pre´sente´ ici. On emploie alors une autre approche beaucoup
plus pragmatique qui consiste a` utiliser les calculs complets pour e´valuer les coefficients
perturbatifs. Les diffe´rentes fre´quences peuvent eˆtre conside´re´es comme des fonctions de
la vitesse de rotation :
ω ≡ f(Ω) (6.1)
On cherche alors un de´veloppement polynomial des fonctions f dans le voisinage de Ω = 0 :
f(Ω) = A0 + A1Ω + A2Ω
2 + A3Ω
3 +O (Ω4) (6.2)
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En calculant les valeurs de f pour un ensemble de points Ωi, on peut alors ajuster les
coefficients Aj par moindres carre´s pour obtenir le meilleur accord entre f(Ωi) et
∑
AjΩ
j
i .
Une telle approche de´pendra de la pre´cision du calcul des f(Ωi) et du nombre de points
Ωi. On peut ne´anmoins ame´liorer la me´thode en exploitant certaines syme´tries. En effet,
on a vu dans la partie 3.3 que la parite´ selon m du j e`me coefficient est celle de j (ωjn ` m =
(−1)jωjn `−m). On obtient alors :
ωn, l,m + ωn, l,−m
2
= ω0n, l,m + ω
2
n, l,mΩ
2 + ω4n, l,mΩ
4 +O(Ω6), (6.3)
ωn, l, m − ωn, l,−m
2
= ω1n, l,mΩ + ω
3
n, l,mΩ
3 + ω5n, l, mΩ
5 +O(Ω7). (6.4)
En se´parant les puissances paires et impaires de Ω, on diminue la taille relative des re´sidus
O(Ω6) et O(Ω7) ce qui permet d’accroˆıtre la pre´cision nume´rique du calcul des coeffi-
cients perturbatifs. Il est ne´cessaire d’inclure les 4e`me et 5e`me puissances de Ω dans le
de´veloppement pour avoir une pre´cision raisonnable sur les coefficients du 2e`me et 3e`me
ordre. Les re´sultats sont donne´s dans la table 6.1 (le nombre de chiffres significatifs cor-
respond a` la pre´cision des calculs). Pour utiliser ces re´sultats, il faut appliquer la formule :
ω = ω0 −m(1− C)Ω +
(
D1 +m
2D2
)
Ω2 +m
(
T1 +m
2T2
)
Ω3 +O (Ω4) . (6.5)
La de´pendance en m du coefficient du 2e`me ordre vient de Saio (1981) et celle du coefficient
du 3e`me ordre de Goupil (communication prive´e). Les fre´quences et la vitesse de rotation
sont adimensionne´es par
√
GM/R3pol
1, mais peuvent eˆtre exprime´es en utilisant ΩK comme
unite´ de base, graˆce a` la formule :
(
Ω
ΩK
)
=
(
Ω
ΩpolK
)
+ A
(
Ω
ΩpolK
)3
+O


(
Ω
ΩpolK
)5
 , (6.6)
ou` ΩpolK =
(
GM/R3pol
)
et A ' 0.77166.
Il existe plusieurs fac¸ons de de´terminer la pre´cision de ces coefficients. Les coefficients
a` l’ordre 0 sont tout simplement les fre´quences sans rotation. Dans ce calcul, on les traite
comme des inconnus. On retrouve, ne´anmoins, les bonnes valeurs avec une pre´cision de
5,4× 10−8. Les coefficients a` l’ordre 1 peuvent eˆtre obtenus graˆce aux solutions propres a`
l’ordre 0 aux travers d’expressions inte´grales (Ledoux 1951). En utilisant cette deuxie`me
formulation, on arrive a` retrouver les meˆme valeurs a` 1,4×10−9 pre`s. Pour les coefficients
d’ordres 2 et 3, on peut ve´rifier qu’ils satisfont la forme donne´e par l’e´quation (6.5). On
peut, par ailleurs, faire un ajustement des coefficients par moindres carre´s en utilisant un
sous-ensemble des points Ωi utilise´s initialement. Dans les deux cas, on retrouve a` peu
pre`s la meˆme pre´cision, laquelle est indique´e par le nombre de chiffres dans la table 6.1.
1Nous avons choisi Rpol au lieu de Req parce que quand on conside`re une se´rie de mode`les a` diffe´rentes
vitesses de rotation, il est plus re´aliste de prendre M et Rpol constants au lieu de M et Req.
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ω0 C D1 D2 T1 T2
` = 0
3,042155 ... -1,194 ... ... ...
4,121230 ... -2,315 ... ... ...
5,336900 ... -3,439 ... ... ...
6,591212 ... -4,484 ... ... ...
7,855027 ... -5,484 ... ... ...
9,120432 ... -6,459 ... ... ...
10,384948 ... -7,416 ... ... ...
11,647767 ... -8,361 ... ... ...
12,908679 ... -9,298 ... ... ...
14,167704 ... -10,228 ... ... ...
` = 1
3,377036 0,0295367 -1,072 -1,030 -0,04612 ...
4,642432 0,0342809 -1,760 -1,699 -0,04204 ...
5,909240 0,0335303 -2,402 -2,315 -0,02715 ...
7,176668 0,0305143 -3,019 -2,901 -0,01634 ...
8,443277 0,0270732 -3,621 -3,470 -0,00951 ...
9,708372 0,0238467 -4,213 -4,028 -0,00524 ...
10,971700 0,0210064 -4,797 -4,578 -0,00254 ...
12,233222 0,0185621 -5,375 -5,122 -0,00080 ...
13,492998 0,0164731 -5,950 -5,662 0,00034 ...
14,751133 0,0146882 -6,521 -6,198 0,00108 ...
` = 2
3,906874 0,1538359 -1,578 -0,294 0,02344 0,00527
5,169469 0,0818188 -2,396 -0,459 0,00493 0,00477
6,439990 0,0544285 -3,146 -0,606 0,00020 0,00307
7,708951 0,0403695 -3,867 -0,745 -0,00087 0,00218
8,975891 0,0318248 -4,572 -0,880 -0,00094 0,00169
10,240946 0,0260651 -5,267 -1,013 -0,00074 0,00139
11,504260 0,0219090 -5,955 -1,144 -0,00049 0,00119
12,765953 0,0187647 -6,636 -1,273 -0,00025 0,00105
14,026134 0,0163027 -7,314 -1,402 -0,00006 0,00094
15,284901 0,0143246 -7,987 -1,530 0,00010 0,00086
` = 3
4,294602 0,1193654 -1,898 -0,169 -0,01155 0,00041
5,591067 0,0742468 -2,728 -0,240 -0,00113 0,00157
6,878680 0,0517251 -3,496 -0,307 0,00015 0,00140
8,158826 0,0387755 -4,236 -0,371 0,00038 0,00113
9,433911 0,0305232 -4,960 -0,434 0,00043 0,00091
10,705348 0,0248710 -5,674 -0,496 0,00044 0,00076
11,973956 0,0207887 -6,380 -0,557 0,00046 0,00064
13,240238 0,0177183 -7,081 -0,618 0,00048 0,00055
14,504529 0,0153345 -7,777 -0,678 0,00050 0,00048
15,767068 0,0134359 -8,470 -0,738 0,00051 0,00042
Tab. 6.1 – Coefficients perturbatifs pour un polytrope N = 3. Ces coefficients sont
de´duits des calculs complets. Les fre´quences et la vitesse de rotation sont adimensionne´es
par
(
GM/R3pol
)1/2
.
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6.3 Comparaisons entre calculs perturbatifs et cal-
culs complets
Une fois qu’on a calcule´ les coefficients perturbatifs, on peut comparer les fre´quences
perturbatives avec les fre´quences comple`tes. Dans la figure 6.1 (a` gauche), on illustre
une telle comparaison pour le multiplet ` = 3, n = 4. On a choisi de redimensionner les
re´sultats en fixant la masse et le rayon polaire du mode`le polytropique (d’indice N = 3)
a` 1,9M et 2,3R, respectivement. Cette masse et ce rayon sont ceux d’une e´toile δ
Scuti et correspondent a` des mode`les utilise´s pour FG Vir (Breger et al. 1999). Dans la
figure de droite, on trace les diffe´rences entre les deux types de calculs. Comme on peut
le constater, les branches m et −m ont tendance a` se rapprocher. Ceci re´sulte du fait
que les effets de la force centrifuge, lesquels sont syme´triques en m, dominent dans ces
diffe´rences, comme on le verra apre`s.
Fig. 6.1 – Gauche : Trace´ d’un multiplet ` = 3 suivant la me´thode comple`te et une
me´thode perturbative du 3e`me ordre. Ce multiplet comprend sept composantes d’ordres
azimutaux m = −`,−`+1,...`. On peut deviner un effet de parite´ analogue a` celui observe´
dans Espinosa et al. (2004) qui rapprochent les modes m = 2p et m = 2p − 1. Cet effet
est plus flagrant quand on augmente l’ordre radial n. Droite : Diffe´rences entre les deux
types de calculs. On constatera que les branches m et −m se rapprochent beaucoup. Ceci
s’explique par le fait que les effets de la force centrifuge, lesquelles sont syme´triques en
m, dominent. Dans ces figures et dans la suite, on prend un mode`le polytropique N = 3
avec une masse M = 1,9M et un rayon polaire Rpol = 2,3R.
On peut alors superposer ces diffe´rences pour obtenir l’enveloppe d’erreur d’une me´-
thode perturbative du 3e`me ordre. C’est ce qui est repre´sente´e dans la figure 6.2. D’apre`s
cette figure, on voit aise´ment que les erreurs commises par les me´thodes perturbatives
seront facilement de´tectables par CoRoT a` des vitesses de rotation mode´re´es. De´ja` a`
une vitesse e´quatoriale v = 50 km.s−1 on voit qu’avec 20 jours d’observation, on pourra
de´tecter des diffe´rences.
On peut alors se demander quel est le seuil pour chaque mode au-dela` duquel les
diffe´rences entre un calcul complet et un calcul perturbatif sont plus grandes qu’une
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Fig. 6.2 – Enveloppe d’erreur d’une me´thode perturbative du 3e`me ordre. Cette figure est
e´quivalente a` la superposition de figures analogues a` la figure 6.1 (droite), calcule´es pour
tous les modes avec n = 1 a` 10, ` = 0 a` 3 et m = −` a` `. Les barres d’erreur de CoRoT
sont repre´sente´ par l’e´paisseurs des traits dans la le´gende en bas a` gauche (∆ω = ±0,6µHz
pour 20 jours d’observation et ∆ω = ±0,08µHz pour 150 jours).
quantite´ donne´e. C’est ce que repre´sentent la figure 6.3 pour les barres d’erreur de Co-
RoT. Plusieurs phe´nome`nes ressortent dans ces figures. On remarquera que les domaines
de validite´ des me´thodes perturbatives du 3e`me ordre n’apparaissent pratiquement pas.
Ceci est parce que les corrections du 3e`me ordre sont ne´gligeables devant celles du 2e`me
ordre, comme on peut le voir dans la table 6.1. Un autre phe´nome`ne est le fait que ces
domaines deviennent plus petits quand ω augmente. Ces deux phe´nome`nes sont lie´s au
roˆle pre´ponde´rant de la force centrifuge dans les erreurs perturbatives. En effet, seuls les
coefficients d’ordre pairs contiennent des termes uniquement dus a` la force centrifuge.
D’autre part, les effets induits par cette force sont plus importants a` fre´quence e´leve´e.
Il faut aussi souligner l’importance de l’aspect global de ces domaines de validite´,
plutoˆt que l’aspect individuel de chaque mode. En effet, si on choisit une autre fac¸on
d’adimensionner la rotation et les fre´quences on obtiendra des coefficients perturbatifs
diffe´rents et des e´carts diffe´rents entre les deux me´thodes. Dans la figure 6.4, on a adi-
mensionne´ les fre´quences et la rotation par ΩK au lieu de
√
GM/R3pol avant de calculer
les coefficients perturbatifs. Ensuite, les e´carts entre les deux me´thodes furent ramene´s
aux meˆmes dimensions que dans la figure 6.3 pour avoir quelque chose de comparable.
Comme on peut le voir, les domaines de validite´ des 2e`me et 3e`me ordres sont quasiment
identiques que dans la figure 6.3 (en bas). Ne´anmoins, on voit une ame´lioration au niveau
du 1er ordre, ce qui favorise l’utilisation de ΩK comme unite´ a` cet ordre.
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Fig. 6.3 – Domaines de validite´ pour les me´thodes perturbatives de diffe´rents ordres. Les
re´gions en vert correspondent au 1er ordre, celles en bleu au 2e`me ordre, et celles en jaune
au 3e`me ordre (les re´gions en rouge ne sont pratiquement pas visibles puisqu’elles sont
quasiment identiques a` celles du deuxie`me ordre). Au-dela` de ces re´gions, les diffe´rences
entre les calculs perturbatifs et les calculs complets sont plus grandes que les barres
d’erreurs indique´es dans le coin supe´rieur droite de chaque figure.
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Fig. 6.4 – Domaines de validite´, dans lesquels on a adimensionne´ les fre´quences et la
rotation par ΩK avant de calculer les coefficients perturbatifs. On a ensuite ramene´ les
e´carts entre l’approche perturbative et celle comple`te aux meˆmes unite´s que dans la
figure 6.3. En comparant cette figure avec la figure 6.3 (en bas), on voit que les domaines
d’ordres 2 et 3 sont tre`s peu modifie´s. Par contre, a` l’ordre 1, on voit des diffe´rences plus
importantes.
Fig. 6.5 – Domaines de validite´ des me´thodes perturbatives repre´sente´s dans un dia-
gramme Ω/ΩK-µ. On a superpose´ les domaines occupe´s par diffe´rentes classes d’e´toiles
(voir la figure 1.15).
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Dans la figure 6.5, on repre´sente les domaines de validite´ dans un plan Ω/ΩK-µ. On a
superpose´ les domaines occupe´s par diffe´rentes e´toiles donne´s dans la figure 1.15. Comme
on peut les voir, il faudra faire appel on me´thodes comple`tes pour pouvoir interpre´ter de
nombreuses e´toiles δ Scuti et β Cephei.
On peut faire une dernie`re comparaison ou` on regarde la correspondance un a` un entre
des fre´quences issues de calculs complets et celles obtenues par des me´thodes perturba-
tives. Dans la figure 6.6, on montre une telle correspondance. Comme on peut le constater,
l’ordre des fre´quences n’est pas le meˆme dans les deux types de calculs. Ainsi, la structure
du spectre de fre´quence n’est pas correctement anticipe´e par les me´thodes perturbatives
a` des vitesses de rotation e´leve´es ce qui pose proble`me quant a` l’identification des modes
de pulsation observe´s.
Fig. 6.6 – Comparaison un a` un entre des fre´quences issues de calculs complets et d’une
me´thode perturbative du 3e`me ordre a` Ω = 0.59 ΩK. On constate que l’ordre des fre´quences
n’est pas respecte´ dans un calcul perturbatif ce qui pourrait poser des proble`mes quant a`
l’identification des modes.
6.4 Roˆle pre´ponde´rant de la force centrifuge
Dans cette partie, on se propose de comparer les effets de la force centrifuge et ceux
de la force de Coriolis. Pour e´valuer l’importance relative des deux, on comparera l’erreur
qui re´sulte des calculs perturbatifs et celle qui re´sulte d’un calcul sans la force de Coriolis.
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Ainsi, on de´finit les erreurs relatives suivantes :(
δω
ω
)
(a)
=
ωpert. − ωcomplet
ωcomplet
, (6.7)
(
δω
ω
)
(b)
=
ωno Cor.pert. − ωno Cor.complet
ωno Cor.complet
, (6.8)
(
δω
ω
)
(c)
=
ωcomplet − ωno Cor.complet
ωcomplet
, (6.9)
ou` l’indice « complet » signifie un calcul complet alors que « pert. » correspond aux calculs
perturbatifs. L’exposant « no Cor. » signifie que la force de Coriolis a e´te´ supprime´e, alors
que les quantite´s sans exposants incluent la force de Coriolis. Ainsi, (δω/ω)(a) correspond
a` l’erreur relative produite par un calcul perturbatif. (δω/ω)(b) est pareille sauf qu’on
a supprime´ la force de Coriolis dans les deux calculs. (δω/ω)(c) est l’erreur relative qui
re´sulte de la suppression de la force de Coriolis.
Dans les se´ries de figures 6.7 et 6.8, on a trace´ l’e´volution de ces diffe´rentes erreurs
en fonction de la vitesse de rotation. La lettre dans chaque figure (par exemple « (a) »)
correspond a` celle utilise´e dans les e´quations (6.7) a` (6.9). Chaque figure contient une
se´rie de courbes qui permet de suivre la progression en fonction de n de l’erreur, a` ` et m
fixe´s. A` partir de ces figures, on constate plusieurs phe´nome`nes. Premie`rement, les erreurs
relatives (a) et (b) sont quasi-identiques alors que celles donne´es par l’e´quation (6.9) sont
tre`s diffe´rentes. Deuxie`mement, l’erreur augmente avec n dans les figures 6.7(a) et (b) et
elle diminue dans les figures 6.7(c) et 6.8(c).
Le fait que les erreurs (a) et (b) soient similaires montre que l’inclusion ou la suppres-
sion de la force de Coriolis a tre`s peu d’effet sur l’erreur. Par contre, quand on supprime
les effets de la force centrifuge, on obtient des erreurs totalement diffe´rentes (voir les
figures 6.7(c) et 6.8(c)). Ainsi, on en de´duit que les erreurs lie´es a` la force centrifuge
dominent celles lie´es a` la force de Coriolis. La tendance observe´e dans les figures 6.7(c)
et 6.8(c) vient du fait que quand l’ordre radial augmente, l’e´chelle de temps associe´ aux
pulsations, 1/ω, devient de plus en plus courte par rapport a` celle associe´e a` la force de
Coriolis, 1/Ω. Ainsi, les effets de la force de Coriolis diminuent quand la fre´quence aug-
mente et deviennent ne´gligeable. Meˆme l’erreur absolue, δω = ωno Cor. − ω, diminue avec
l’ordre radial.
Les effets de la force centrifuge, quant a` eux, augmentent avec l’ordre radial. On peut
le voir par l’augmentation de l’erreur en fonction de n dans les figures 6.7(a) et (b).
Dans les figures 6.8(a) et (b), lesquelles correspondent au pire cas, cette tendance est
moins apparente puisque l’erreur change de signe. Ne´anmoins, a` partir n = 8, la valeur
absolue de l’erreur relative se met a` augmenter. D’ailleurs, quand on trace l’erreur absolue,
δω = ωpert. − ω, on voit que l’erreur est importante pour n = 10 (voir la figure 6.9).
Cette augmentation des effets de la force centrifuge s’explique par le fait que tout
changement a` la structure et a` la forme de l’e´toile engendre des modifications a` peu
pre`s proportionnelles aux fre´quences. En effet, si on conside`re la formule asymptotique
de Tassoul (1980), on trouve qu’une modification de la structure d’une e´toile, tout en
respectant la syme´trie sphe´rique, provoque des changements de fre´quences de la forme
∆ lnω = −∆ ln ∫ R
0
dr/c, ou` ∆ repre´sente la variation induite par le changement de la
structure de l’e´toile. Dans le cas d’une modification qui ne respecte pas la syme´trie
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Fig. 6.7 – Se´rie de figures qui montrent
diffe´rentes erreurs relatives. Les lettres
a` l’inte´rieur de chaque figure corres-
pondent aux formules (6.7) a` (6.9).
Les diffe´rentes courbes correspondent a`
diffe´rents ordres radiaux, a` ` = 1 et m =
1. Comme on peut le voir, les figures (a)
et (b) sont presque identiques, ce qui
montre que la suppression de la force de
Coriolis a tre`s peu d’effet. D’autre part,
la valeur absolue de l’erreur relative aug-
mente avec n dans les figures (a) et (b)
alors qu’elle diminue dans la figure (c).
Cette inversion de tendance montre les
natures tre`s diffe´rentes mais pre´visibles
des effets de la force de Coriolis et de
ceux de la force centrifuge.
Fig. 6.8 – Meˆme figures que 6.7(a-c)
avec ` = 3 et m = 3. Une fois de plus les
figures (a) et (b) sont presque identiques
et la figure (c) est assez diffe´rente. Les
effets de la force de Coriolis de´croissent
comme pre´ce´demment en fonction de n.
Les figures (a) et (b) correspondent au
cas ou` l’augmentation en valeur abso-
lue de l’erreur avec n est la moins appa-
rente. Ceci est parce que l’erreur change
de signe. Ne´anmoins, on s’attend a` des
effets plus importants quand n prendra
des valeurs plus e´leve´es.
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Fig. 6.9 – Trace´ de des erreurs absolues δω = ωpert.−ω correspondant aux erreurs relatives
de la figure 6.8(a). Comme on peut le voir dans la figure, l’erreur a` n = 10 est comparable
en valeur absolue a` celle obtenue pour n = 1.
sphe´rique, on s’attend a` une modification plus complexe des fre´quences. Dans la fi-
gure 6.10, on trace les rapport D1/ω0 en fonction de l’ordre radial. Ces rapports cor-
respondent a` ∂ lnω/∂Ω2 calcule´ en Ω = 0 pour les modes axisyme´triques. Comme on
peut le voir dans la figure 6.10, ces rapports tendent vers des valeurs constantes quand n
augmente, ce qui montre qu’au premie`re ordre, la de´formation centrifuge, laquelle est pro-
portionnelle a` Ω2, induit des effets proportionnelles aux fre´quences (mais qui de´pendent
de ` contrairement aux modifications qui respectent la syme´trie sphe´rique). On peut alors
s’attendre a` un comportement similaire quand on analyse les erreurs produites par l’ap-
proche perturbative. On constate d’apre`s les figures 6.7(a,b), 6.8(a,b) et 6.9 que celles-ci
sont au moins proportionnelles aux fre´quences, mais on ne sait pas si elles sont plus
grandes.
Le phe´nome`ne de croissance de l’erreur perturbative avec l’ordre radial peut avoir des
conse´quences observationnelles importantes. En effet, les pulsateurs de type solaires ont
des modes d’oscillations pouvant atteindre n = 25. Si on extrapole les domaines de vali-
dite´s dans la figure 6.3, on pourrait de´ja` de´tecter est erreurs a` partir de v·sin i = 45 km.s−1
(25 km.s−1) pour 20 jours (150 jours respectivement) d’observations. Ne´anmoins, il faudra
calculer directement les effets de la rotation rapide sur des modes d’ordre n = 25 afin de
pouvoir confirmer ces seuils.
6.5 Discussion
Comme on a pu le voir, les diffe´rences entre les fre´quences issues de me´thodes per-
turbatives et celles qui proviennent d’une approche comple`te peuvent atteindre des ni-
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Fig. 6.10 – Rapport entre coefficients perturbatifs du deuxie`me ordre et fre´quences a` rota-
tion nulle, en fonction de l’ordre radial. Comme on peut le constater, les diffe´rentes courbes
tendent vers des valeurs constantes ce qui montre qu’au premier ordre, la de´formation cen-
trifuge induit des effets proportionnels aux fre´quences.
veaux e´leve´s. A` des vitesses de rotation mode´re´es on commence a` de´tecter des diffe´rences
sur de nombreux modes. Dans cette situation, si on modifie le mode`le d’e´quilibre de
l’e´toile afin d’ame´liorer l’accord entre les fre´quences observe´es et celles pre´dites par la
the´orie, on finira par compenser les erreurs provoque´es par la me´thode perturbative au
lieu d’aboutir a` un mode`le plus re´aliste. Quand on augmente la vitesse de rotation, les
diffe´rences deviennent suffisamment importantes pour modifier l’ordre des fre´quences (voir
la figure 6.6). Ceci risque alors de provoquer une mauvaise identification des modes de
pulsations ce qui se re´percute sur toutes tentatives d’inversion de donne´es pour trouver
le profil de diffe´rentes quantite´s a` l’inte´rieur de l’e´toile. Meˆme si on suppose qu’on ne
s’est pas trompe´ dans l’identification des modes, la structure ge´ome´trique des pulsations
est suffisamment e´loigne´e d’une description perturbative pour qu’on ne sache pas quelles
re´gions de l’e´toile sont sonde´es quand on utilise l’approche perturbative. On peut alors
se demander si en poussant l’ordre des me´thodes perturbatives, on arrive a` s’en sortir.
Dans la figure 6.11, on montre les domaines de validite´ jusqu’a` l’ordre 5 (en supposant
qu’on arrive a` obtenir une pre´cision suffisante sur les coefficients d’ordre 4 et 5). On voit,
certes, des ame´liorations par rapport a` l’ordre 3, mais celles-ci sont tre`s variables selon le
mode choisi. D’autre part, le formalisme qu’il faudrait de´velopper pour atteindre l’ordre
5 serait certainement d’une complexite´ extraordinaire. On peut donc conclure qu’il est
indispensable de de´velopper l’approche comple`te de haute pre´cision.
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Fig. 6.11 – Domaines de validite´ des me´thodes perturbatives jusqu’a` l’ordre 5 (cette fois-
ci, l’ordre 3 est en rouge ; l’ordre 4 est en jaune et l’ordre 5 en orange). Meˆme a` l’ordre
5, on aura du mal a` de´passer v · sin i = 100 km.s−1. On peut donc conclure qu’il faut
de´velopper l’approche comple`te avant de pouvoir interpre´ter les pulsations de nombreuses
e´toiles.
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Chapitre 7
Au-dela` des me´thodes perturbatives
Dans ce chapitre, on se concentrera sur les effets de la rotation rapide sur les modes
d’oscillation. Dans un premier temps, on discutera des difficulte´s que l’on peut rencontrer
lors du suivi des modes. Ensuite, on analysera l’organisation du spectre de fre´quences a`
rotation e´leve´e. Finalement, on parlera des effets de la rotation rapide sur la structure
spatiale des modes de pulsation.
7.1 Le suivi des modes
Une des difficulte´s que l’on rencontre a` rotation e´leve´e est l’identification des modes. En
effet, les modes de pulsation ne sont pas compose´s d’une seule harmonique sphe´rique mais
d’une infinite´. D’un point de vue ge´ome´trique, on voit que la structure des modes est assez
diffe´rente de celle donne´e par une harmonique sphe´rique. Pour re´pondre a` cette difficulte´,
nous avons suivi l’e´volution d’un ensemble de modes en augmentant progressivement la
rotation. Ainsi, on arrive a` mettre en correspondance des modes a` rotation nulle avec des
modes a` rotation e´leve´e.
Une des choses qui rend le suivi des modes plus difficile est le phe´nome`ne des « croi-
sements e´vite´s » (« avoided crossings »). Il a lieu quand les fre´quences de deux modes se
rapprochent pour se croiser mais ne peuvent pas a` cause du couplage entre les deux modes.
Les modes commencent alors a` se me´langer et finissent par e´changer leurs caracte´ristiques
sans jamais se croiser. La figure 7.1 illustre ce phe´nome`ne. Dans notre suivi de modes, on
a cherche´ a` suivre les modes de meˆmes caracte´ristiques ce qui nous a fait sauter d’une
branche a` l’autre lors des croisements e´vite´s.
Les croisements e´vite´s sont peut-eˆtre observe´s dans les δ Scuti. Parfois, dans les
spectres de fre´quences de ces e´toiles, on observe l’apparition de paires de fre´quences,
c’est-a`-dire des fre´quences trop proche l’une de l’autre pour eˆtre simplement le fruit du
hasard (Breger & Bischof 2002, Breger & Pamyatnykh 2006). Les croisements e´vite´s sont
alors une explication possible : lors du croisement, les deux fre´quences sont proches, et les
caracte´ristiques des deux modes se me´langent. Ainsi, ils auront une visibilite´ e´quivalente
d’une part, et d’autre part, le me´canisme d’excitation sera aussi efficace pour les deux
modes. La question est de savoir si ces croisements sont suffisemment fre´quents et les
fre´quences suffisemment proches pour correspondre aux appariements observe´s. Sinon,
une autre explication possible est le rapprochement de modes de parite´s oppose´es comme
le propose Espinosa et al. (2004) et comme on peut le voir dans la figure 6.1.
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Fig. 7.1 – Exemple d’un croisement e´vite´ des modes (n,`,m) = (4,3,1) et (3,7,1). A` la fin
du croisement, les deux modes ont e´change´ de caracte´ristiques ge´ome´triques sans que les
fre´quences se croisent.
Pour pouvoir e´tudier un grand nombre de modes, il a fallu automatiser le suivi des
modes. A` des vitesses de rotation mode´re´es, le degre´ de l’harmonique sphe´rique qui do-
mine la de´composition spectrale des solutions est le meˆme que celui du mode a` rotation
nulle. Ainsi, on peut exploiter ceci pour identifier de fac¸on automatique le mode qui nous
inte´resse. Cette me´thode marche moins bien lors des croisements e´vite´s ou` l’on peut avoir
deux modes domine´s par l’harmonique sphe´rique qui nous inte´resse, ou aucun. A` rotation
e´leve´e, on tend vers des e´chelles plus petites au niveau de l’e´quateur, ce qui renforce la
contribution d’harmoniques de degre´ e´leve´. Ainsi, le degre´ dominant ne correspond plus a`
celui du mode a` rotation nulle mais peut diffe´rer de 6 ou plus. Ne´anmoins, dans le domaine
de rotation Ω/ΩK ∈ [0; 0.59], cette me´thode de suivi des modes nous a permis d’obtenir
une classification des modes qui, comme nous le verrons dans la prochaine section, s’est
ave´re´e tre`s utile.
7.2 Organisation du spectre de fre´quence
A` rotation nulle, on utilise la grande se´paration (« large frequency separation ») :
∆nωn, `,m = ωn+1, `,m − ωn, `,m, (7.1)
et la petite se´paration (« small frequency separation ») :
δnωn, `,m = ωn+1, `,m − ωn, `+2,m, (7.2)
pour caracte´riser l’organisation asymptotique du spectre de fre´quences. En effet, quand
n tend vers l’infini, ∆nωn, `,m tend vers une limite ∆n qui ne de´pend ni de ` ni de m.
D’apre`s la formule asymptotique de Tassoul (1980), cette limite est tout simplement
∆n = pi/
∫ R
0
dr
co
, soit 2pi fois l’inverse du temps d’un trajet aller-retour entre le centre
et la surface stellaire en voyageant a` la vitesse du son co (qui de´pend de la position dans
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Fig. 7.2 – Les grande et petite se´parations (note´es ∆f et δf dans la figure, respectivement)
a` rotation faible et e´leve´e. Comme on peut le voir, la grande se´paration varie peu suivant
la vitesse de rotation. Par contre la « petite » se´paration devient comparable a` la grande
se´paration a` rotation e´leve´e.
l’e´toile). Quand n tend vers l’infini, la petite se´paration δnωn, `,m tend vers 0. On peut
alors se poser la question de savoir si ces quantite´s continuent a` caracte´riser les proprie´te´s
asymptotiques du spectre et comment elles se comportent quand on introduit la rotation.
La figure 7.2 illustre les deux se´parations et comment elles e´voluent avec la rotation.
Comme on peut le voir dans la figure, la grande se´paration est conserve´e a` rotation e´leve´e.
Par contre, la « petite » se´paration devient beaucoup plus grande a` rotation e´leve´e et
atteint une taille comparable a` la grande se´paration.
Pour mieux comprendre les proprie´te´s asymptotiques des grande et petite se´parations,
il faut tracer leurs e´volutions en fonction de l’ordre radial. C’est ce qui est fait dans les
figures 7.3 et 7.4 pour diffe´rentes vitesses de rotations. Dans la figure 7.3, on voit que,
mis a` part quelques fluctuations, la grande se´paration tend vers une limite qui ne de´pend
ni de ` ni de m pour chaque vitesse de rotation. On notera cette limite ∆n. Dans la
figure 7.4, on voit le meˆme comportement pour la petite se´paration. Comme on pouvait
l’anticiper d’apre`s la figure 7.2, la limite δn est non-nulle quand on introduit la rotation,
contrairement au cas sans rotation. On peut alors se demander si cela se confirme pour
des valeurs plus e´leve´es de `. Dans La figure 7.5, on trace les grande et petite se´parations
pour des modes sans la force de Coriolis, dans l’approximation de Cowling et de degre´ `
compris entre 0 et 7. On retrouve le meˆme phe´nome`ne.
Ainsi, le comportement des grande et petite se´parations sugge`re qu’il existe une
organisation asymptotique du spectre de fre´quences malgre´ la rotation stellaire. Pour
mieux caracte´riser cette organisation, on introduit la quantite´ auxiliaire ∆`ωn, `,m =
(ωn, `+2, m − ωn, `,m) /2 lie´e aux grande et petite se´parations par la formule 2∆`ωn, `,m =
∆nωn, `,m − δnωn, `,m (Lignie`res et al. 2006a, utilise la notation ∆2, `). Cette quantite´ tend
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Fig. 7.3 – La grande se´paration a`
diffe´rentes vitesses de rotation. Dans
chaque figure, on relie conse´cutivement les
ordres radiaux n pour un degre´ ` et un
ordre azimutal m donne´s. ` prend des va-
leurs entre 0 et 3 et m entre −` et `.
Comme on peut le voir dans les trois fi-
gures, ces diffe´rences tendent vers une li-
mite qui ne de´pend ni de ` ni dem quand n
devient grand. Les dents de scie sont dues
a` des croisements e´vite´s.
Fig. 7.4 – La petite se´paration a`
diffe´rentes vitesses de rotation. Dans
chaque figure, on relie conse´cutivement les
ordres radiaux n pour un degre´ ` et un
ordre azimutal m donne´s. ` prend des va-
leurs entre 0 et 1 et m entre −` et `. Dans
la premie`re figure, la petite se´paration
tend vers ze´ro. Dans la deuxie`me et
troisie`me figure ce n’est plus le cas. Dans
la troisie`me figure, on semble avoir atteint
un re´gime asymptotique, mais il faudrait
le ve´rifier a` des ordres n plus e´leve´s.
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Fig. 7. Regularities in the frequency spacings of axisymmetric (m = 0) modes. The large frequency separation between modes of consecutive
order ∆n = ωn` − ωn−1`, the frequency separation between ` + 2 and ` modes, ∆2,` = ωn,`+2 − ωn,`, and the small frequency separation
δ = ∆n − ∆2,` are displayed as a function of the radial order n for four different rotation rates, (a) Ω = 0, (b) Ω/ΩK = 0.32, (c) Ω/ΩK = 0.46
and (d) Ω/ΩK = 0.59. We plotted the opposite of the small frequency separation −δ for clarity. Continuous lines have been drawn between
frequencies of the same degree `.
between the logarithmic derivative of the sound travel times
computed respectively along the polar and equatorial radii:
∂Ω
(
ln
∫ Rp
0
dr
c
)
≤ −∂Ω(lnω) ≤ ∂Ω
(
ln
∫ Re
0
dr
c
)
(40)
Another interesting property is that, at small rotation rates, say
Ω/ΩK ≤ 0.05, the contraction rate ∂Ω(lnω) tends to be inde-
pendent of ` and n for the large degree modes ` ≥ 3. This
suggests that an asymptotic regime exists for modes with hori-
zontal wavelengths smaller than the dominant length scales of
the centrifugal distortion. In this regime, the contraction rate
has a constant value that is not equal to −(1/2)(∆V/V). We al-
ready found such behaviour in the case of homogeneous el-
lipsoids (Lignie`res et al., 2001) where a perturbative analysis
shows that the contraction rate of axisymmetric modes is con-
stant for high ` and n and that it can be related to the increase
of the ellipse perimeter.
Nevertheless, for the low degree modes ` ≤ 2 below
Ω/ΩK ≈ 0.05, and for all modes at higher rotation rates,
∂Ω(lnω) depends on ` and n. This differential effect modi-
fies the structure of the frequency spectrum as the rotation in-
creases.
4.3.2. Regular frequency spacings
In a non-rotating star, the frequency spectrum presents some
regular frequency spacings which can be accounted for by an
asymptotic theory in the high frequency limit ω → ∞. The
asymptotic formula (39), valid for low degree and high or-
der modes, shows that the large frequency separation between
modes of consecutive order n , ∆n = ωn+1,` − ωn,`, does not
depend on ` and n and is equal to pi/
∫ R
0
dr
c
. A more detailed
asymptotic analysis also shows how the so-called small fre-
quency separation δ = ωn+1,` − ωn,`+2 vanishes as a function
of the frequency. Although our calculations are restricted to
the low frequency part of the acoustic spectrum, we observe a
clear tendency towards these asymptotic behaviors in the non-
rotating case. We can therefore investigate whether these prop-
erties are modified by rotation.
Fig. 7.5 – Les grande et petite se´parations (note´es ∆n et δ, respectivement) pour ` compris
entre 0 et 7 et m = 0 a` Ω = 0.59 ΩK. Comme on peut le voir, les deux se´parations
te dent vers des valeurs constantes, mis a` part quelques fluctuations. La quantite´ ∆2, ` =
2∆`ωn, `,m = ωn, `+2 − ωn, ` inte vient da s l’organisation du spectre.
vers la limite ∆` = (∆n− δn)/2, laquelle est inde´pendante de ` et m. On peut alors se de-
mander comment se comporte la quantite´ plus intuitives ∆′`ωn, `,m = ωn, `+1, m−ωn, `,m. On
pourrait croire qu’elle tend aussi vers ∆l quand n tend vers l’infini. Or, dans la figure 7.6,
le trace´ de ∆`ωn, `,m et ∆
′
`ωn, `,m montre que ce n’est pas le cas. Ceci re´sulte du fait que le
spectre de fre´quences de modes paires est progressivement de´cale´ du spectre associe´ aux
modes impaires. Ainsi, on peut mettre les fre´quences sous la forme asymptotique :
ωn, ` = ∆nn+ ∆`` + α
± (7.3)
ou` α± de´pend de la parite´ de `+m. Cette formule est celle obtenue dans Lignie`res et al.
(2006a) pour des modes de pulsations axisyme´triques avec la force centrifuge. On voit ici
que l’introduction de la force de Coriolis et des perturbations du champ gravitationnel
ne modifie pas la forme de cette formule. On peut alors se poser la question de savoir
comment agit l’ordre azimutal.
Pour mieux comprendre le roˆle e l’ordre azimutal, on consid´rera les fre´quences dans
le re´fe´rentiel en rotation vec l’e´toi e. Ainsi, a` faible rotation, la force de Coriolis est l’effet
domina t et co duit a` des multiplets dont les fre´quences sont uniforme´ment espace´es.
Quand on augmente la vitesse de rotation, l force centrifuge domine, comme on l’a
de´ja` vu dans le chapitre pre´ce´dent. La force centrifuge induit un effet syme´trique en m,
contrairement a` la force de Coriolis. Ainsi, on cherchera a` ajouter a` l’e´quation (7.3) un
terme qui soit syme´trique par rapport a` m. De la meˆme fac¸on qu’avant, on introduit la
quantite´ ∆mωn, `,m =
(
ωn, `,m − ωn, `, m−2sg(m)
)
/2, ou` sg(m) = 1 quand m > 0 et sg(m) =
−1 quand m < 0. Dans la figure 7.7, on trace l’e´volution de ∆mωn, `, m en fonction de n.
On voit que pour diffe´rentes valeurs de ` et m les courbes convergent. On notera ∆m la
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Fig. 7.6 – Les quantite´s ∆`ωn, `,m = (ωn, `+2,m−ωn, `, m)/2 et ∆′`ωn, `,m = ωn, `+1,m−ωn, `, m
en fonction de l’ordre radial, pour ` compris entre 0 et 1 pour la figure de gauche et 0 et 2
pour la figure de droite. Comme on peut le constater, dans la figure de gauche on obtient
une seule limite quand n est grand, alors qu’on en obtient 2 dans la figure de droite. Ceci
montre le roˆle de la parite´ des modes (donne´e par (`+m) mod 2) dans le comportement
asymptotique des fre´quences.
limite quand n tend vers l’infini. On obtient alors la formule asymptotique :
ωn, `, m = ∆nn+ ∆``+ ∆m|m|+ α± (7.4)
valable pour les fre´quences dans le repe`re en rotation avec l’e´toile. Pour trouver les
fre´quences dans le repe`re inertiel, il faut ajouter le terme ge´ome´trique −mΩ (voir l’e´qua-
tion (3.23)). A` rotation nulle, on retrouve la formule asymptotique de Tassoul (1980), en
prenant ∆n = 2∆` = pi/
∫ R
0
dr
co
, ∆m = 0 et α
+ = α−.
On peut alors utiliser l’e´quation (7.4) pour essayer de mode´liser le spectre de fre´quence.
Dans la figure 7.8, on compare le spectre re´el de fre´quence a` Ω = 0.59 ΩK a` un spectre
synthe´tique base´ sur l’e´quation (7.4). A` titre de comparaison, on inclut le spectre pre´dit
par les me´thodes perturbatives du troisie`me ordre. Comme on peut le constater, le spectre
synthe´tique s’accorde avec le spectre re´el nettement mieux que le spectre perturbatif. Plus
pre´cise´ment, on constate que les pre´dictions perturbatives conduisent a` un spectre dont la
structure est beaucoup moins re´gulie`re que le spectre re´el alors que la formule asympto-
tique contient par construction cette re´gularite´. La table 7.1 donne les valeurs des diffe´rents
parame`tres a` diffe´rentes vitesses de rotation. Elle contient aussi diffe´rentes mesures des
erreurs sur les fre´quences des modes 5 ≤ n ≤ 10 quand on utilise l’e´quation (7.4) et quand
on utilise une formule perturbative du troisie`me ordre. Dans chaque cas on donne l’e´cart-
type de l’erreur et l’erreur maximale, les deux e´tant normalise´s par la grande diffe´rence ∆n.
Conforme´ment a` ce qu’on pouvait attendre, les formules perturbatives sont tre`s bonnes
pour de faibles vitesses de rotation et deviennent progressivement moins bonnes. La for-
mule asymptotique marche nettement mieux quand la vitesse de rotation devient e´leve´e.
La dernie`re ligne du tableau contient les erreurs quand on conside`re les modes 1 ≤ n ≤ 10.
L’augmentation des erreurs lie´es a` la formule (7.4) dans cette dernie`re ligne est conforme
a` sa nature asymptotique. L’erreur quadratique de la me´thode perturbative, par contre,
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Fig. 7.7 – Les diffe´rences ∆mωn, `,m =
(
ωn, `,m − ωn, `,m−2sg(m)
)
/2 pour 2 ≤ ` ≤ 3 et
2 ≤ |m| ≤ 3. Une fois de plus, les diffe´rentes courbes se rapprochent et semblent tendre
vers une limite.
de´croˆıt dans cette situation a` cause des effets de´croissante de la force centrifuge quand n
diminue.
L’e´tape suivante consiste a` caracte´riser les diffe´rentes quantite´s (∆n,∆`,∆m,α
+,α−) ou
a` les e´tablir de manie`re analytique. La figure 7.9 est une tentative de mieux comprendre
∆n. Dans cette figure, on a trace´ l’e´volution en fonction de Ω de ∆n, adimensionne´e de
diffe´rentes fac¸ons. La courbe en trait plein s’approche de l’horizontal ce qui veut dire
que ∆n est a` peu pre`s proportionnelle a`
√
GM/V ou` V est le volume de l’e´toile. Ceci
donne l’espoir que l’expression the´orique de ∆n et des autres parame`tres aient une formule
simple. On pourrait alors caracte´riser de fac¸on simple le comportement asymptotique des
fre´quences, meˆme a` rotation e´leve´e.
L’inte´reˆt de la formule asymptotique (7.4) est qu’elle permettra d’identifier les modes
de pulsation plus facilement. Pour y parvenir, il faudra e´laborer une me´thode qui permet
de mettre un spectre de fre´quences observe´es sous la forme donne´e par l’e´quation (7.4).
Une telle identification est une des e´tapes essentielles avant de pouvoir de´duire des in-
formations sur la structure de l’e´toile. En plus de cette e´tape, il faut aussi connaˆıtre la
ge´ome´trie des modes, ce qui n’est pas trivial quand la vitesse de rotation est e´leve´e.
7.3 Structure ge´ome´trique des modes
Un des effets de la rotation stellaire rapide est de modifier la structure ge´ome´trique
des modes de pulsation. Cette structure de´termine la visibilite´ du mode, et les re´gions
sonde´es par celui-ci. Ainsi, il est important de connaˆıtre les effets de la rotation sur cette
structure et d’essayer de les caracte´riser.
Un des effets qu’avait constate´ Clement (1984) dans ses simulations nume´riques est que
l’amplitude de ses modes de pulsation devenait plus forte au niveau de l’e´quateur quand
il augmentait la vitesse de rotation. D’un point de vue observationnel, on a trouve´ des
corre´lations entre l’inclinaison i et l’amplitude de pulsation pour des δ Scuti situe´es dans
des amas d’e´toiles, ce qui semblent confirmer le phe´nome`ne de concentration e´quatoriale
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Ω
ΩK
Ω
Ωpol
K
∆n
Ωpol
K
∆`
Ωpol
K
∆m
Ωpol
K
α+
Ωpol
K
α−
Ωpol
K
〈E2a〉1/2
∆n
max(Ea)
∆n
〈E2p〉1/2
∆n
max(Ep)
∆n
0,000 0,000 1,264 0,516 0,000 1,591 1,595 0,020 0,049 0,000 0,000
0,037 0,037 1,263 0,517 -0,003 1,590 1,596 0,020 0,049 0,000 0,000
0,074 0,074 1,259 0,519 -0,010 1,587 1,598 0,020 0,047 0,001 0,003
0,111 0,110 1,253 0,518 -0,020 1,585 1,606 0,020 0,043 0,005 0,018
0,148 0,146 1,245 0,510 -0,030 1,588 1,629 0,020 0,049 0,015 0,051
0,186 0,181 1,235 0,490 -0,037 1,598 1,671 0,022 0,058 0,033 0,103
0,224 0,215 1,225 0,457 -0,041 1,613 1,730 0,026 0,073 0,059 0,173
0,262 0,249 1,216 0,413 -0,043 1,629 1,796 0,030 0,083 0,094 0,258
0,300 0,281 1,207 0,364 -0,042 1,637 1,857 0,033 0,102 0,134 0,350
0,339 0,311 1,200 0,311 -0,042 1,637 1,910 0,037 0,116 0,178 0,483
0,379 0,341 1,194 0,265 -0,050 1,621 1,946 0,039 0,114 0,223 0,551
0,419 0,368 1,181 0,221 -0,053 1,634 2,006 0,035 0,100 0,263 0,638
0,460 0,394 1,169 0,188 -0,059 1,618 2,010 0,036 0,129 0,298 0,691
0,502 0,419 1,150 0,186 -0,098 1,648 2,012 0,041 0,184 0,314 0,704
0,545 0,441 1,129 0,186 -0,122 1,610 1,969 0,030 0,097 0,331 0,660
0,589 0,461 1,097 0,191 -0,151 1,626 1,972 0,025 0,090 0,363 0,729
0,589 0,461 1,097 0,191 -0,151 1,626 1,972 0,094 0,556 0,345 0,754
Tab. 7.1 – Coefficients de la formule asymptotique (7.4), adimensionne´s par ΩpolK =√
GM/R3pol. Ces coefficients ont e´te´ calcule´s nume´riquement a` partir des modes d’ordres
radiaux 5 ≤ n ≤ 10, pour diffe´rentes vitesses de rotation. A` rotation nulle, les valeurs
the´oriques de ∆n et ∆l sont 1,238 et 0,619 respectivement (Mullan & Ulrich 1988), et
α+ = α−. Les e´carts entre ces valeurs et celles du tableau donnent une ide´e de l’erreur
sur les coefficients nume´riques, et proviennent du nombre limite´ de modes e´tudie´s et du
fait qu’on n’a pas encore atteint le re´gime asymptotique. Les quatre dernie`res colonnes
donnent les e´carts, pour les modes d’ordres 5 ≤ n ≤ 10, entre les fre´quences re´elles et
celles obtenues en utilisant la formule asymptotique ou en faisant un calcul perturbatif.
L’indice « a » signifie asymptotique et « p » signifie perturbatif. 〈E 2〉1/2 correspond a`
l’erreur quadratique moyenne et max(E) a` l’erreur maximale. Ces erreurs ont e´te´ rap-
porte´es a` la grande se´paration ∆n (nume´rique) et sont donc directement comparables aux
erreurs donne´es dans Lignie`res et al. (2006a). La ligne a` part contient les erreurs quand
on conside`re les modes d’ordres 1 ≤ n ≤ 10. Comme on peut le constater, les erreurs
lie´es a` la formule asymptotique augmentent puisqu’on s’e´loigne du re´gime asymptotique.
Les erreurs de la me´thode perturbative de´croissent puisque les effets de la force centrifuge
sont plus faibles pour 1 ≤ n ≤ 4.
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Fig. 7.8 – Gauche : Comparaison entre le spectre de fre´quence a` Ω = 0.59 ΩK et un
spectre synthe´tique obtenue par l’e´quation (7.4), dans laquelle on a ajuste´ les diffe´rents pa-
rame`tres par moindres carre´s. Droite : Idem, sauf qu’on a remplace´ le spectre synthe´tique
par un spectre issue des formules perturbatives. Dans les deux diagrammes, on a repre´sente´
les fre´quences dans le re´fe´rentiel en rotation avec l’e´toile, afin de mettre en e´vidence la
structure du spectre. Ainsi, la figure de droite correspond a` la figure 6.6 mis a` part le
terme ge´ome´trique −mΩ (voir l’e´quation (3.23)).
(voir la figure 1.8 tire´e de Sua´rez et al. 2002). On a donc cherche´ a` voir si on retrouvait
ce phe´nome`ne dans nos calculs.
La figure 7.10 montre une se´rie de modes propres a` rotation nulle et a` vitesse de rota-
tion e´leve´e. Comme on peut le voir dans les figures de droite, l’amplitude des pulsations
augmente au niveau de l’e´quateur quand on augmente la rotation. Ce phe´nome`ne est
ge´ne´ral pour les modes d’ordre radial n ≤ 10 pour les polytropes N = 3. Dans le cas du
polytrope N = 1,5, ce phe´nome`ne semble moins flagrant, mais il faudra faire une e´tude
plus syste´matique pour pouvoir le confirmer.
Quand on augmente l’ordre radial, le comportement des modes devient diffe´rent. La
figure 7.11 montre deux exemples ou` l’on obtient une cavite´ au niveau de l’e´quateur. Dans
le cas du polytrope N = 3 (figures d’en bas), le mode se focalise dans une zone autour
de cette cavite´ e´quatoriale. Dans le cas du polytrope N = 1,5, on obtient carre´ment une
concentration polaire du mode de pulsation. Ces tendances sont encore plus visibles dans
la figure 7.12, ou` l’on utilise une e´chelle line´aire au lieu de logarithmique.
A` partir de ces constatations, on peut commencer a` construire une image des diffe´rents
facteurs qui jouent sur la ge´ome´trie des modes a` vitesse de rotation e´leve´e. D’apre`s les
figures 7.10 et 7.11, on a l’impression que quand n est faible, les modes se concentrent
a` l’e´quateur, et quand n augmente, une cavite´ apparaˆıt au niveau de l’e´quateur. D’autre
part, les modes de pulsations pour N = 3 semblent diminuer en amplitude le long de l’axe
de rotation, alors que ce n’est pas le cas pour N = 1,5. Au travers d’une e´tude base´e sur
la dynamique des rayons, Lignie`res et al. (2006b) confirme certaines de ces tendances. On
trouve des trajets dans lesquels une cavite´ apparaˆıt au niveau de l’e´quateur de´limite´e par
une re´gion ou` il y a une forte concentration de rayons (voir la figure 7.13 adapte´e de Vidal
2006). On arrive aussi a` trouver des modes concentre´s aux poˆles analogues a` la figure 7.11
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Fig. 7.9 – La grande se´paration ∆n calcule´e nume´riquement et adimensionne´e de
diffe´rentes fac¸ons. Le fait que la courbe en trait plein s’approche d’une trait horizon-
tale montre que ∆n est a` peu pre`s proportionnelle a`
√
GM/V ou` V est le volume de
l’e´toile.
(en haut, a` droite) quand l’indice polytropique est faible. Ces phe´nome`nes ne´cessiteront,
ne´anmoins, la confirmation d’une e´tude plus syste´matique.
Il est important de tenir compte des modifications ge´ome´triques des modes de pul-
sation quand on interpre`te les observations. En effet, comme cela a e´te´ montre´ dans
Lignie`res et al. (2006a), elles jouent sur la visibilite´ des modes et pourraient expliquer
les observations de Sua´rez et al. (2002). Au niveau des observations spectroscopiques, on
peut aussi s’attendre a` des variations de profils de raies diffe´rentes de celles obtenues
pour des vitesses de rotation faibles, ce qui peut jouer sur l’identification de modes par la
me´thode spectroscopique.
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n = 4, ` = 2, m = 2, Ω = 0 n = 4, ` = 2, m = 2, Ω = 0.84 ΩK
n = 5, ` = 3, m = 0, Ω = 0 n = 5, ` = 3, m = 0, Ω = 0.84 ΩK
n = 3, ` = 3, m = 2, Ω = 0 n = 3, ` = 3, m = 2, Ω = 0.72 ΩK
Fig. 7.10 – Se´rie de figures qui montrent la distribution spatiale de l’e´nergie cine´tique
de diffe´rents modes de pulsation sur une e´chelle logarithmique. Chaque ligne montre
comment se transforme un mode quand on passe d’une rotation nulle a` une vitesse de
rotation e´leve´e. Les quatre figures en haut ont e´te´ calcule´es pour un polytrope N = 3
alors que les deux figures en bas sont pour un polytrope d’indice N = 1,5. Comme on
peut le voir la rotation augmente l’amplitude pre`s de l’e´quateur (dans la dernie`re figure
ce phe´nome`ne est moins flagrant).
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n = 20, ` = 2, m = 0, Ω = 0 n = 20, ` = 2, m = 0, Ω = 0.46 ΩK
n = 25, ` = 1, m = 0, Ω = 0 n = 25, ` = 1, m = 0, Ω = 0.59 ΩK
Fig. 7.11 – Se´rie de figures analogue a` la se´rie 7.10. Les deux figures du haut ont e´te´
calcule´es pour N = 1,5 alors que celles d’en bas ont e´te´ calcule´es pour N = 3. Cette
fois-ci l’amplitude des pulsations au niveau de l’e´quateur est tre`s faible. Dans la figure en
haut a` droite, le mode de pulsation se concentre au poˆles alors que dans la figure en bas
a` droite, l’amplitude la plus forte se trouve a` une latitude moyenne.
Structure ge´ome´trique des modes 99
n = 3, ` = 3, m = 2, Ω = 0 n = 3, ` = 3, m = 2, Ω = 0.72 ΩK
n = 20, ` = 2, m = 0, Ω = 0 n = 20, ` = 2, m = 0, Ω = 0.46 ΩK
n = 25, ` = 1, m = 0, Ω = 0 n = 25, ` = 1, m = 0, Ω = 0.59 ΩK
Fig. 7.12 – Se´rie de figures qui montrent la distribution spatiale de l’e´nergie cine´tique
de diffe´rents modes sur une e´chelle line´aire. Les deux figures d’en haut correspondent
aux deux figures en bas de la se´rie 7.10. Les quatres figures restantes correspondent a`
celles de la se´rie 7.11. Le fait d’utiliser une e´chelle line´aire permet de faire ressortir les
caracte´ristiques dominant des modes, mais masque les re´gions ou` l’ampltitude est plus
faible.
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Fig. 7.13 – Comparaison entre le mode (n, `,m) = (25,1,0) de la figure 7.12 (en bas, a`
droite) et une trajectoire issue de la dynamique des rayons. Comme on peut le voir dans
la figure, la trajectoire reproduit bien les caracte´ristiques du mode propre (figure adapte´e
de Vidal 2006).
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ABSTRACT
Aims. A new non-perturbative method to compute accurate oscillation modes in rapidly rotating stars is presented.
Methods. The effect of the centrifugal force is fully taken into account while the Coriolis force is neglected. This assumption is valid
when the time scale of the oscillation is much shorter than the inverse of the rotation rate and is expected to be suitable for high radial
order p-modes of δ Scuti stars. Axisymmetric p-modes have been computed in uniformly rotating polytropic models of stars.
Results. In the frequency and rotation range considered, we found that as rotation increases (i) the asymptotic structure of the non-
rotating frequency spectrum is first destroyed then replaced by a new form of organization (ii) the mode amplitude tends to concentrate
near the equator (iii) differences to perturbative methods become significant as soon as the rotation rate exceeds about fifteen percent
of the Keplerian limit. The implications for the seismology of rapidly rotating stars are discussed.
Key words. stars: oscillations – stars: rotation
1. Introduction
Since helioseismology revolutionized our knowledge of the so-
lar interior, great advances in stellar structure and evolution the-
ory are expected from asteroseismology. Major efforts including
space missions are under way to detect pulsation frequencies
with unprecedented accuracy across the HR diagram (Catala
et al. 1995; Walker et al. 2003). To draw information from the
observed frequencies, seismology relies on the theoretical com-
putation of eigenmodes for a given model of a star. Yet, except
for slowly rotating stars, the effect of rotation on the gravito-
acoustic modes is not fully taken into account in the present the-
oretical calculations (e.g. Rieutord 2001).
Rotational effects have been mostly studied through pertur-
bative methods. In this framework, both Ω/ω, the ratio of the
rotation rate Ω to the mode frequency ω, and Ω/
√
GM/R3, the
square root of the ratio of the centrifugal force to the grav-
ity at equator are assumed to be small and of the same or-
der. Solutions valid up to the first, second, and even third or-
der in Ω/ω have been obtained by Ledoux (1951), Saio (1981)
and Soufi et al. (1998). The first order analysis proved fully ad-
equate to match the observed acoustic frequency of the slowly
rotating sun (Dziembowski & Goode 1992). At the other ex-
treme, the perturbative methods are not expected to be correct for
stars approaching the Keplerian limit ΩK =
√
GM/R3e , where Re
is the equatorial radius. Achernar is a spectacular example of
such star since interferometric observations showed a very im-
portant distortion of its surface, the equatorial radius Re being
at least one and a half times larger than the polar radius Rp
(Domiciano de Souza et al. 2003). In the context of Roche
models, such a flattening occurs at the Keplerian limit ΩK. For
? Appendices A–C are only in electronic form at
http://www.edpsciences.org
intermediate rotation rates, second or third order perturbative
methods might be used, but the main problem is that the limit
of validity of the perturbative methods is unknown. Departures
from the perturbative results would impact the values of indi-
vidual frequency but also other properties that are commonly
used to analyze the spectrum of observed frequencies. This con-
cerns in particular the rotational splitting, the asymptotic large
and small frequency separations or the mode visibility.
New methods able to compute accurate eigenmodes in ro-
tating stars are therefore needed to allow progress in the seis-
mology of rapidly rotating stars. Such methods would also as-
sess the limit of validity of perturbative analysis. The main
difficulty comes from the fact that, except in the special cases
of spherically symmetric media and uniform density ellipsoids,
the eigenvalue problem of gravito-acoustic resonances in arbi-
trary axially symmetric cavities is not separable in the radial
and meridional variables. For self-gravitating and rotating stars,
a two-dimensional eigenvalue problem has to be solved.
Clement (1981, 1998) made the first attempts to solve this
eigenvalue problem for gravito-acoustic modes, investigating
various numerical schemes. However, the accuracy of his cal-
culations is generally difficult to estimate. Moreover, the dif-
ferent numerical schemes could not converge for low frequency
g-modes when Ω/ω exceeds about 0.5. Since then, eigenmodes
in this frequency range have been successfully calculated by
Dintrans & Rieutord (2000) using spectral methods. These au-
thors however did not consider the effect of the centrifugal accel-
eration in their model. The search for unstable modes in neutron
stars also triggered the development of numerical schemes able
to solve the two-dimensional eigenvalue problem. But only sur-
face gravity modes (f-modes) and some inertial modes (r-modes)
have been determined in this context (Yoshida et al. 2005).
Espinosa et al. (2004) reported calculations of adiabatic acoustic
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ABSTRACT
Context. With the launch of space missions devoted to asteroseismology (like COROT), the scientific community will soon have
accurate measurements of pulsation frequencies in many rapidly rotating stars.
Aims. The present work focuses on the effects of rotation on pulsations of rapidly rotating stars when both the Coriolis and centrifugal
accelerations require a non-perturbative treatment.
Methods. We develop a 2-dimensional spectral numerical approach which allows us to compute acoustic modes in centrifugally
distorted polytropes including the full influence of the Coriolis force. This method is validated through comparisons with previous
studies, and the results are shown to be highly accurate.
Results. In the frequency range considered and with COROT’s accuracy, we establish a domain of validity for perturbative methods,
thus showing the need for complete calculations beyond v sin i = 50 km s−1 for a R = 2.3 R, M = 1.9 M polytropic star. Furthermore,
it is shown that the main differences between complete and perturbative calculations come essentially from the centrifugal distortion.
Key words. stars: oscillations – stars: rotation
1. Introduction
The study of rapidly rotating stars is a field in which there are many unresolved questions. The structure of these stars, the rotation
profile, the angular momentum transport and many other aspects are not well understood. In order to answer some of these questions,
many different theoretical and observational methods have been developed over the years. For instance, interferometry is starting
to give clues as to the shape of these stars and effects such as gravitational darkening (e.g. Domiciano de Souza et al. 2003, 2005;
Peterson et al. 2006). On the theoretical side, there exists a number of numerical models which are progressively becoming more
realistic (e.g. Roxburgh 2004; Jackson et al. 2005; Rieutord et al. 2005; Rieutord 2006). These models can then be supplemented
with asteroseismology which relates the internal structure to observable stellar pulsations. In order to fully exploit these pulsations,
it is necessary to accurately quantify how they are affected by rotation. In the present work, we will show how this can be done for
acoustic pulsations in uniformly rotating polytropic stellar models.
Rotation has several effects on stars and their pulsations. These result from the apparition of two inertial forces, namely the
centrifugal and the Coriolis forces. The centrifugal force distorts the shape of the star and modifies its equilibrium structure. The
Coriolis force intervenes directly in the oscillatory motions. Neither of these effects respect spherical geometry, which means that
the radial coordinate r and the colatitude θ are no longer separable. As a result, pulsation modes cannot be described by a single
spherical harmonic as was the case for non-rotating stars. In order to tackle this problem, two basic approaches have been developed.
The first one is the perturbative approach and applies to small rotation rates. In this approach, both the equilibrium structure and
the pulsation mode are the sum of a spherical solution (or a single spherical harmonic), a perturbation, and a remainder which is
neglected. The second approach consists in solving directly the 2-dimensional eigenvalue problem fully including the effects of
rotation.
Historically, the perturbative method has been applied to first, second and third order. Previous studies include Saio (1981);
Gough & Thompson (1990), and Dziembowski & Goode (1992) for second order methods and Soufi et al. (1998) and Karami
et al. (2005) for third order methods. These have been applied to polytropic models (Saio 1981) and then to more realistic models.
There have also been some studies based on the non-perturbative approach. Most non-perturbative calculations have focused on the
stability of neutron stars, r-modes and f-modes rather than on p-modes. Some exceptions are Clement (1981, 1984, 1986, 1989,
1998), Yoshida & Eriguchi (2001) and Espinosa et al. (2004).
The present work aims at accurately taking into account the effects of rotation on stellar acoustic pulsations, so as to be able to
deduce asteroseismological information from rapidly rotating stars. Previous results are either inaccurate or not valid for high enough
rotation rates. In order to achieve a sufficient degree of precision, we used numerical methods which have already proved to be highly
accurate for other similar problems. The present method is a further development of the numerical method of Lignières et al. (2006b)
and Lignières et al. (2006a, hereafter Paper I) who used a spectral method (Canuto et al. 1988) with a surface-fitting spheroidal
? Appendices A–C are only available in electronic form at http://www.edpsciences.org
Conclusion et perspectives
Lors de la pre´sente the`se, nous avons de´veloppe´ et valide´ une me´thode nume´rique pour
le calcul des modes de pulsation d’e´toiles en rotation rapide. La me´thode a d’abord e´te´ va-
lide´e pour des rotations nulles ou tre`s faibles au travers de comparaisons avec des re´sultats
issus de calculs perturbatifs. Au-dela`, la comparaison entre Lignie`res et al. (2006a) et
Reese et al. (2006) a permis une ve´rification tre`s pre´cise de l’imple´mentation de la force
centrifuge a` des vitesses de rotation e´leve´es. Pour ce qui est des effets de la force de Co-
riolis, nos re´sultats ont e´te´ valide´s au travers d’une formule variationnelle. Par ailleurs,
ce test ainsi qu’une e´tude approfondie de l’influence des diffe´rents parame`tres nume´riques
montrent la haute pre´cision du calcul des fre´quences.
Par la suite, nous avons de´termine´ pour la premie`re fois le domaine de validite´ des
me´thodes perturbatives pour le calcul des modes p de basses fre´quences (` = 0 a` 3, et
n = 1 a` 10) en se basant sur les barres d’erreurs de CoRoT (0,6 µHz et 0,08 µHz). Nous
avons, par ailleurs, regarde´ l’enveloppe d’erreur des me´thodes perturbatives et leurs effets
sur l’organisation du spectre de fre´quences. Par la suite, nous avons mis en e´vidence le
roˆle pre´ponde´rant de la force centrifuge dans les erreurs lie´es aux calculs perturbatifs. Nos
re´sultats indiquent que ces erreurs augmentent lorsque la fre´quence du mode augmente.
Ainsi, le domaine de validite´ des me´thodes perturbatives sera re´duit pour des pulsations
a` hautes fre´quences, telles que celles engendre´es dans des enveloppes convectives, meˆme
si cela doit eˆtre pre´cise´ quantitativement par une e´tude syste´matique des pulsations a`
hautes fre´quences. Nous avons alors conclu sur la ne´cessite´ d’utiliser des calculs complets
pour e´tudier les pulsations d’e´toiles en rotation rapide.
Ensuite, nous avons explore´ les effets de la rotation rapide sur le spectre de fre´quences.
On explique comment suivre des modes de pulsations a` partir d’une rotation nulle, afin de
pouvoir identifier les modes a` des vitesses de rotation e´leve´es. L’inte´reˆt de cette classifica-
tion est ensuite mis en e´vidence au travers d’une structure asymptotique qui transparaˆıt
dans le spectre de fre´quences. Cette organisation asymptotique est inte´ressante puisqu’elle
permet d’identifier les modes dans un spectre de fre´quences et constitue un premier pas
vers une meilleure compre´hension des effets de la rotation rapide sur les pulsations. En-
suite, on met en e´vidence une forte concentration e´quatoriale des modes de pulsations,
laquelle avait de´ja` e´te´ observe´e dans Clement (1984). Ceci a pour effet de modifier la vi-
sibilite´ des modes et pourrait expliquer des observations telles que celles de Sua´rez et al.
(2002). Ne´anmoins, nous avons aussi observe´ des comportements diffe´rents pour des ordres
radiaux plus e´leve´s (n ∼ 20) et pour des mode`les polytropiques d’e´toiles d’indice diffe´rent
(N = 1,5).
De nombreuses perspectives s’ouvrent suite a` ce travail. Un des principaux objectifs
est de pouvoir interpre´ter les pulsations d’e´toiles en rotation rapide. Pour parvenir a` ce
but, il faudra refaire un travail similaire a` celui pre´sente´ ici mais en utilisant des mode`les
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re´alistes d’e´toiles. La construction de tels mode`les est loin d’eˆtre e´vidente, mais il existe
a` l’heure actuelle plusieurs projets qui vont dans cette direction (Roxburgh 2004, 2006,
Jackson et al. 2005, Rieutord et al. 2005, Rieutord 2006).
Une fois qu’on saura calculer les pulsations de ces mode`les, il faudra confronter les
re´sultats nume´riques aux observations. Ceci ne´cessitera une identification des modes ob-
serve´s, soit en utilisant une formule asymptotique analogue a` la formule (7.4) puis en ef-
fectuant une recherche syste´matique des mode`les qui reproduisent le mieux les fre´quences
(voir par exemple Charpinet et al. 2005), soit en faisant appel a` des me´thodes d’iden-
tification spectroscopiques ou photome´triques multibandes, lesquelles de´pendent de la
structure spatiale des modes. Il faudra en outre calculer la visibilite´ des modes, ce qui
ne´cessite un mode`le d’atmosphe`re pour des e´toiles en rotation rapide. Une fois les modes
identifie´s, on peut alors appliquer des me´thodes inverses pour essayer de de´duire la struc-
ture de l’e´toile. Une autre fac¸on d’exploiter les observations est d’ajuster, de manie`re
ite´rative, les mode`les stellaires pour mieux s’accorder avec les donne´es. A` partir d’un
mode`le de de´part, on peut calculer des pre´dictions the´oriques qu’on compare ensuite aux
observations. Les diffe´rences entre les deux conduisent alors a` des corrections qui servi-
ront a` trouver un nouveau mode`le. Ainsi, de proche en proche, on obtient le mode`le qui
repre´sente le mieux l’e´toile observe´e.
Pour avoir une plus grande efficacite´ lors des recherches de mode`les stellaires qui corres-
pondent aux observations, il faudra apporter des ame´liorations qui permettent d’acce´le´rer
la me´thode nume´rique et ainsi de calculer une multitude de modes propres. On pourra
chercher une formulation du proble`me qui permet de re´duire la taille des matrices. Une
autre possibilite´ consiste a` contourner la factorisation de la matrice A−σB graˆce a` l’utili-
sation d’une me´thode ite´rative pour re´soudre les syste`mes line´aires (voir la partie 4.2.2). Il
faudra aussi e´tendre le domaine d’investigation a` des fre´quences et des vitesses de rotation
plus e´leve´es.
D’un point de vue plus the´orique, il faudra chercher a` mieux comprendre les effets
de la rotation rapide sur les modes acoustiques. Dans le cas asymptotique des hautes
fre´quences, on pourra faire appel a` la dynamique des rayons acoustiques, laquelle permet
de´ja` de distinguer des comportements re´guliers et chaotiques et d’expliquer la ge´ome´trie
de certains modes. Ceci conduira peut-eˆtre a` une justification de formules empiriques
telles que l’e´quation (7.4) et a` une meilleure compre´hension de leurs domaines d’appli-
cation. Un autre facteur qui intervient est l’effet des croisements e´vite´s. Ceux-ci jouent
sur les proprie´te´s statistiques du spectre de fre´quences et sur la visibilite´ des modes im-
plique´s. Comme on l’a vu dans le chapitre 7, ils sont une explication possible des rap-
prochements de certains modes observe´s dans les e´toiles δ Scuti (Breger & Bischof 2002,
Breger & Pamyatnykh 2006).
Une autre direction a` prendre est l’e´tude des modes g. Ceci permettra d’interpre´ter les
pulsations de nombreuses e´toiles γ Doradus et SPB. Les travaux de Dintrans et al. (1999),
Dintrans & Rieutord (2000) ont permis de mieux comprendre les effets non-perturbatifs
de la force de Coriolis sur ces modes et ont mis en e´vidence diffe´rents comportements,
parfois pathologiques, des modes de pulsations. On se demande alors ce qui se passe
quand on introduit la force centrifuge et la de´formation stellaire. Par rapport au travail
effectue´ lors de la pre´sente the`se, il faudra ajouter les effets de la diffusion thermique afin
d’e´taler dans le plan complexe le spectre de valeurs propres qui autrement serait dense
dans l’espace re´el.
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On se pose aussi la question de savoir quels sont les effets de la rotation rapide sur
les me´canismes d’excitation tels que le κ-me´canisme. Ceci permettra de pre´voir quels
modes sont excite´s dans ces e´toiles et de le comparer aux observations. On pourra aussi
de´terminer des bandes d’instabilite´s d’e´toiles en tenant compte de la rotation.
La me´thode de´veloppe´e dans cette the`se peut, par ailleurs, eˆtre e´tendue a` l’e´tude
d’autres objets tels que les e´toiles a` neutrons ou les plane`tes ge´antes. Dans le cas des
e´toiles a` neutrons, on s’inte´resse beaucoup aux modes r. En effet, ceux-ci peuvent ralentir
la rotation des e´toiles a` neutrons et induire un rayonnement gravitationnel potentielle-
ment de´tectable par les interfe´rome`tres LIGO et VIRGO (voir par exemple Yoshida et al.
2005). Quant aux plane`tes ge´antes, on s’inte´resse aux oscillations acoustiques de Jupiter,
lesquelles sont tre`s sensibles aux effets de la rotation (Lee 1993). Ceci permettra alors une
meilleure compre´hension de la structure interne de cette plane`te.
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Annexe A
Me´thode de Frobenius
La me´thode de Frobenius est une me´thode mathe´matique qui permet de re´soudre des
e´quations diffe´rentielles au voisinage de certains types de singularite´s (dites singularite´s
re´gulie`res). Elle s’appuie sur un de´veloppement en se´rie qui ressemble beaucoup aux se´ries
de Taylor. Bender & Orszag (1978) donne une description de cette me´thode. Dans la partie
qui suit, on de´veloppe la me´thode dans le cas d’un proble`me vectoriel a` une variable.
Ensuite, on ge´ne´ralise cette approche a` plusieurs variables. Apre`s cela, on l’applique a`
l’e´tude des oscillations de mode`les polytropiques aplatis.
A.1 Me´thode de Frobenius pour un syste`me diffe´ren-
tiel a` une variable
On suppose devoir re´soudre le syste`me suivant :
dY
dx
+
1
x− xoA(x)Y (x) = 0 (A.1)
ou` x est une variable re´elle, Y (x) un vecteur et A(x) une matrice analytique en xo. La
matrice A(x) peut eˆtre re´e´crite A(x) =
∑∞
n=0An(x−xo)n. On envisage alors une solution
de type Frobenius :
Y (x) = (x− xo)α
∞∑
n=0
Yn(x− xo)n (A.2)
En inse´rant cette se´rie dans l’e´quation (A.1), on obtient le syste`me suivant :
∞∑
n=0
(n + α)Yn(x− xo)n+α−1 +
∞∑
n=0
n∑
m=0
An−mYm(x− xo)n+α−1 = 0 (A.3)
On peut alors se´parer les termes correspondant aux diffe´rentes puissances de x − xo.
Pour n = 0, on obtient :
αY0 + A0Y0 = 0 (A.4)
Ainsi, pour que α soit une solution valable, il faut qu’il soit l’oppose´ d’une des valeurs
propres de A0 et que Y0 soit un vecteur propre associe´.
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Les puissances suivantes de (x− xo) donnent :
∀n ≥ 1, [(α + n)Id+ A0]Yn = −
n−1∑
m=0
An−mYm (A.5)
ou` Id est la matrice identite´. Ceci permet de trouver l’expression des Yn pour n ≥ 1.
Pour que cette re´currence soit bien de´finie, il suffit que (α + n)Id + A0 soit inversible.
Autrement dit, −(α + n) ne doit pas eˆtre une valeur propre de A0.
A.1.1 De´monstration mathe´matique de convergence
On supposera que pour tout n ≥ 1, la matrice (α + n)Id + A0 est inversible. Ceci
garantit que la suite Yn puisse eˆtre de´finie graˆce aux e´quations (A.4) et (A.5). Il s’agit
maintenant de de´montrer que la se´rie
∑
n Yn(x − xo)n converge au voisinage de xo. On
supposera que le rayon de convergence de la se´rie
∑∞
n=0An(x − xo)n vaut R > 0. On
de´montrera alors que le rayon de convergence de
∑∞
n=0 Yn(x− xo)n est supe´rieur ou e´gal
a` R.
Soit ρ ∈]0,R[. Montrons que : ∃K ∈ IR∗+, ∀n ∈ IN,‖Yn‖ ≤ Kρ−n
On commence par introduire la quantite´ ρ′ = ρ+R
2
.
Le rayon de convergence de
∑
nAn(x− xo)n est R, lequel est strictement supe´rieur a` ρ′.
Donc :∃C ∈ IR∗+, ∀n ∈ IN, ‖An‖ ≤ C(ρ′)−n
On introduit alors le rang p de´fini par : p = E
(
Cρ
ρ′−ρ
+ ‖A0 + αId‖
)
+ 1
On pose K = max
n∈[[0,p−1]]
‖Yn‖ρn.
On montrera alors que ∀n ∈ IN, ‖Yn‖ ≤ Kρ−n.
Par construction, on a : ∀k ∈ [[0,p− 1]] , ‖Yk‖ ≤ Kρ−k.
Pour n ≥ p, il faut faire une de´monstration par re´currence.
On supposera donc que la de´monstration a e´te´ faite jusqu’au rang n− 1, avec n ≥ p :
∀k ∈ [[0,n− 1]] , ‖Yk‖ ≤ Kρ−k.
On cherche alors a` montrer que c’est vrai au rang n.
D’apre`s l’e´quation (A.5) on a : [(α + n)Id+ A0]Yn = −
∑n−1
m=0An−mYm.
Donc ‖ [(α + n)Id+ A0]Yn‖ = ‖
∑n−1
m=0 An−mYm‖ ≤
∑n−1
m=0 ‖An−m‖ · ‖Ym‖.
D’autres part, ‖ [(α + n)Id+ A0]Yn‖ = ‖(α+n)Id+A0‖ ·‖Yn‖ ≥ [n− ‖αId+ A0‖] ‖Yn‖.
D’ou` :
‖Yn‖ ≤
∑n−1
m=0 ‖An−m‖ · ‖Ym‖
n− ‖αId+ A0‖ ≤
∑n−1
m=0 C(ρ
′)−n+m ·Kρ−m
n− ‖αId+ A0‖
Apre`s quelques calculs, on obtient :
‖Yn‖ ≤ CKρ
−n
n− ‖αId+ A0‖
(
1− (ρ/ρ′)n
ρ′/ρ− 1
)
≤
Cρ
ρ′−ρ
n− ‖αId+ A0‖Kρ
−n
ou` on a utilise´ ρ < ρ′. Or :
Cρ
ρ′−ρ
n− ‖αId+ A0‖ ≤
Cρ
ρ′−ρ
p− ‖αId+ A0‖ ≤ 1
On en de´duit ‖Yn‖ ≤ Kρ−n, d’ou` le re´sultat.
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A.2 Ge´ne´ralisation aux syste`mes a` plusieurs variables
On peut alors se demander comment appliquer la me´thode de Frobenius quand on a
un syste`me qui de´pend de plusieurs variables au lieu d’une seule. On conside`re alors le
syste`me suivant :
∂Y (x,y,z)
∂x
+
1
x
A(x,y,z)Y (x,y,z) = 0 (A.6)
ou` A(x,y,z) est un ope´rateur (qui peut contenir des de´rive´es suivant y et z) « analytique »
suivant la variable x :
A(x,y,z) =
∞∑
n=0
An(y,z)x
n (A.7)
(les An sont aussi des ope´rateurs qui peuvent contenir des de´rive´es suivant y et z).
On cherche le comportement de Y (x,y,z) le long de la frontie`re x = 0. Comme
pre´ce´demment, on de´veloppe Y de la fac¸on suivante :
Y (x,y,z) =
∞∑
n=0
Yn(y,z)x
n+α (A.8)
et on obtient a` l’ordre ze´ro :
αY0(y,z) + A0(y,z)Y0(y,z) = 0 (A.9)
L’e´quation (A.9) est a` nouveau un proble`me aux valeurs propres qui permet de de´terminer
α, mais qui de´pend cette fois-ci de y et z. Ensuite par re´currence, on peut trouver les Yn
qui suivent en utilisant une formule analogue a` l’e´quation (A.5) :
∀n ≥ 1, [(α + n)Id+ A0(y,z)]Yn(y,z) = −
n−1∑
m=0
An−m(y,z)Ym(y,z) (A.10)
Les difficulte´s commencent lorsqu’on essaye de de´montrer la convergence de la suite
Yn. Contrairement au cas pre´ce´dent, lorsque les ope´rateurs An contiennent des de´rive´es,
ils ne sont plus borne´s ; ‖An‖ devient infini. Ainsi, on ne pourra pas utiliser le the´ore`me
de´montre´ plus toˆt. Il faut alors calculer explicitement chacun des Yn pour un Y0 donne´ et
analyser directement la convergence de cette se´rie, ce qui peut eˆtre tre`s laborieux. Ou bien,
on peut espe´rer qu’il existe des proprie´te´s mathe´matiques qui permettent de de´montrer
la convergence de la se´rie sous certaines hypothe`ses sans avoir a` calculer chaque Yn.
A.2.1 Application aux pulsations de polytropes aplaties
Dans la partie qui suit, on appliquera la me´thode de Frobenius pour connaˆıtre le com-
portement des pulsations stellaires pre`s de la surface d’un mode`le polytropique d’e´toile.
Hurley et al. (1966) et Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994) ont de´ja` e´tudie´ ce pro-
ble`me pour des mode`les sans rotation. Ici, on le ge´ne´ralise aux mode`les en rotation.
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Puisqu’on ne cherche que le comportement des solutions pre`s de la surface, on ne
s’inte´ressera qu’a` l’ordre dominant des solutions donne´ par l’e´quation (A.9). On com-
mencera par mettre le syste`me d’e´quations (3.47)-(3.52) sous la meˆme forme que l’e´qua-
tion (A.6). Pour cela, on introduit la variable x = 1 − ζ qui vaut 0 a` la surface, et
augmente avec la profondeur. Ensuite, on choisit Y = [Π,uζ,G = ∂xΨ,Ψ]t comme le vec-
teur a` de´velopper. Ainsi, on e´liminera les variables b, uθ et uφ par des manipulations
alge´briques. Ensuite, on extrait l’ordre ze´ro. Au final, on obtient le syste`me suivant :
α


Π0
uζ0
G0
Ψ0

 +


N
(
1− γ
Γ1
)
NHx
λΛ(1− ε)R2s
(
γ
Γ1
− 1
)
0 0
−λΛ(1 +N)(1− ε)R
2
s
HxΓ1
1 +N
Γ1
0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




Π0
uζ0
G0
Ψ0

 = 0. (A.11)
Pour e´tablir ce syste`me d’e´quation, il a fallu de´velopper l’enthalpie comme suit :
H(x,θ) = Hx(θ)x +
1
2
Hxx(θ)x
2 +HN(θ)x
N+2 + o(x2). (A.12)
On peut alors anticiper quelques proble`mes suivant la valeur de l’indice polytro-
pique N . En effet, quand N n’est pas un entier, l’enthalpie devient singulier au bord de
l’e´toile a` cause de puissances fractionnaires de x qui apparaissent dans son de´veloppement
comme on peut le voir dans l’e´quation (A.12) (voir aussi Hunter 2001). A` cause de ceci,
l’emploi de la me´thode de Frobenius n’est pas valable, a` moins d’e´tendre la me´thode a` des
se´ries plus complique´es que l’e´quation (A.8) (c’est-a`-dire en introduisant des puissances
fractionnaires de x dans la somme). C’est ce qui est fait dans
Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994). Si on fait la meˆme chose, on trouve que la
premie`re puissance fractionnaire de x est xN+1 ce qui est plus e´leve´e que l’ordre dominant.
Ainsi, on ne modifie pas le comportement des solutions pre`s de la surface stellaire, et les
valeurs fractionnaires de N ne posent pas de proble`me.
On cherche alors les valeurs et vecteurs propres de l’e´quation (A.11). Pour trouver
les valeurs propres, on re´sout l’e´quation caracte´ristique det(A0 − µ.Id) = µ4 − Nµ3 = 0.
Les solutions sont µ = N (1 fois) et µ = 0 (3 fois), soit α = −N et α = 0. A` chacune
de ces valeurs propres correspond un vecteur propre inde´pendant1. Le vecteur propre
qui correspond a` α = −N est rejete´ puisqu’il conduit a` des solutions dont la vitesse
diverge en x−N d’apre`s l’e´quation (A.8). L’autre valeur, α = 0, conduit a` trois solutions
propres inde´pendantes qui sont valables, conforme´ment au cas sphe´rique (Hurley et al.
1966). De plus, en choisissant α = 0, [(α + n)Id+ A0] est inversible pour tout n ≥ 1.
Ainsi, la re´currence (A.10) est bien de´finie, a` condition de pouvoir calculer les termes
An−m(y,z)Ym(y,z). En se basant sur l’e´quation (A.8) et la de´finition de Y , on trouve le
1On remarquera que, dans sa formulation vectorielle, la me´thode de Frobe´nius peut admettre plusieurs
solutions inde´pendantes sous la forme (A.8) une valeur propre multiple, alors que ce n’est pas le cas pour
une formulation scalaire.
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comportement des pulsations pre`s de la surface stellaire :
p = O (xN) , (A.13)
ρ = O (xN−1) , (A.14)
uζ = O(1), (A.15)
uθ = O(1), (A.16)
uφ = O(1), (A.17)
Ψ = O(1). (A.18)
On peut e´tendre cette analyse aux variations lagrangiennes de la pression et de la
densite´. En effet, on trouve que les trois solutions propres (et toutes leurs combinaisons
line´aires) satisfont a` l’e´quation suivante :
λΠ0 =
Hx
Λ(1− ε)R2s
uζ0, (A.19)
qui est e´quivalente a` limx→0 δp/ρo = 0, ou` δp repre´sente la variation lagrangienne de la
pression. Sachant que l’ordre suivant de δp/HN et x1 (meˆme quand N n’est pas un entier),
on en de´duit :
δp = O (xN+1) . (A.20)
Ensuite, graˆce a` l’e´quation δp = c2oδρ, il vient :
δρ = O (xN) . (A.21)
Il est alors inte´ressant de se rappeler du comportement du mode`le d’e´quilibre pre`s de la
surface. D’apre`s les e´quations (3.5) et (3.6), on a ρo ∝ HN et Po ∝ HN+1, soit ρo = O
(
xN
)
et Po = O
(
xN+1
)
. On en de´duit que les rapports ρ/ρo et p/Po divergent quand x tend
vers 0. Ceci pose proble`me puisque la densite´ et la pression totales, ρo + Aρ cos(ωt) et
p+APo cos(ωt), atteignent pe´riodiquement des valeurs ne´gatives au niveau de la surface
de l’e´toile, pour toutes valeurs non-nulles de l’amplitude (A). Par contre, δρ/ρo et δp/Po
restent borne´s quand x tend vers 0. Ainsi, une description lagrangienne des pulsations est
plus approprie´e du point de vue de la physique.
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Annexe B
Les e´quations d’Euler
Dans cette annexe, nous expliquons pourquoi il est avantageux de projeter les e´quations
d’Euler sur la base duale, c’est-a`-dire de les e´crire sous une forme covariante. On partira
d’une formulation contravariante et on montrera les inconve´nients qui en re´sultent :
λHuζ = −H
{
r2 + r2θ
ζ2rζ
∂ζ − rθ
ζ2
∂θ
}
(Π + Ψ) +
{
(r2 + r2θ)Hζ
ζ2rζ
− rθHθ
ζ2
}(
−NΠ + b
Λ
)
−2ΩH (rθ cos θ − r sin θ)
ζrζ
uφ (B.1)
λHuθ = −H
{
−rθ
ζ
∂ζ +
rζ
ζ
∂θ
}
(Π + Ψ) +
{
−rθHζ
ζ
+
rζHθ
ζ
}(
−NΠ + b
Λ
)
+ 2ΩH cos θuφ (B.2)
λHuφ = − rζH
ζ sin θ
∂φ(Π + Ψ)− 2ΩH
{
ζrζ sin θ
r
uζ +
(
cos θ +
rθ
r
sin θ
)
uθ
}
(B.3)
Quand on e´value ces e´quations sur la surface (ζ = 1), on obtient 0 = −NΠ + b/Λ
pour les deux premie`res e´quations et 0 = 0 pour la troisie`me. En divisant cette troisie`me
e´quation par H, on obtient une e´quation qui n’est pas triviale a` la surface. Mais, il reste les
deux premie`res e´quations qui sont redondantes en ζ = 1. Le fait d’utiliser une formulation
covariante permet de reme´dier ce proble`me. En effet, la deuxie`me composante sous la
formulation covariante (donne´e par l’e´quation (3.49) multiplie´e par H), n’a que des termes
proportionnels a` H et Hθ alors l’e´quation (B.2) inclut aussi des termes proportionnels a`
Hζ. La quantite´ Hθ est identiquement nulle a` la surface. De ce fait, H/Hθ admet une limite
borne´e en ζ = 1. Par contre, Hζ n’est pas nulle a` la surface et Hζ/H diverge. Donc on peut
diviser la deuxie`me composante de la formulation covariante par H et avoir une expression
valable jusqu’a` la surface, la limite e´tant une e´quation diffe´rente de 0 = −NΠ+b/Λ. Cela,
par contre, n’est pas possible quand on utilise une formulation contravariante.
Cette simplification re´sulte du fait que dans la base duale, seule la composante radiale
de la gravite´ ne s’annule pas au bord de l’e´toile. En effet, le vecteur ~Eζ(ζ = 1) est
perpendiculaire a` la surface de l’e´toile, et est donc paralle`le a` la gravite´ effective ~go(ζ = 1).
Par contre, dans la base naturelle, la composante suivant θ de la gravite´ n’est pas nulle
et empeˆche une simplification par H de la deuxie`me composante de l’e´quation d’Euler.
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Annexe C
Syme´trie des ope´rateurs fluides et
principe variationnel
Le principe variationnel est une proprie´te´ mathe´matique que ve´rifient les fre´quences
de pulsation adiabatique. D’apre`s ce principe, les fre´quences sont invariantes au premier
ordre par rapport a` une fonctionnelle de l’e´coulement fluide. Pour de´montrer ce principe,
il faut avoir pre´alablement montre´ que les ope´rateurs adiabatiques de la dynamique des
fluides sont syme´triques dans le contexte d’un espace d’Hilbert.
C.1 Syme´trie des ope´rateurs fluides
Une de´monstration dans un cadre tre`s ge´ne´ral de la syme´trie des ope´rateurs de la
dynamique des fluides et du principe variationnel se trouve dans Lynden-Bell & Ostriker
(1967). Dans ce qui suit, nous nous proposons de refaire la de´monstration dans le cas plus
restreint des mode`les polytropiques en rotation uniforme.
Pour de´montrer qu’un ope´rateur A est syme´trique par rapport a` un produit scalaire
〈 , 〉, il faut montrer que pour tous vecteurs u et v on a : 〈u,Av〉 = {〈v,Au〉}∗ ou` x∗
repre´sente le conjugue´ de x. Dans notre cas, nous utiliserons le produit scalaire 〈~u,~v〉 =∫
V
~u∗ ·~vdv ou` V repre´sente le volume de l’e´toile. Nous commenc¸ons donc avec une solution
propre des e´quations fluides (λ,~v,p,ρ,Ψ) :
λ2ρo~v = −~∇∂p
∂t
+
∂ρ
∂t
~go − ρo~∇∂Ψ
∂t
− 2λρoΩ~ez × ~v (C.1)
∂ρ
∂t
= −~∇ · (ρo~v) (C.2)
∂p
∂t
= −c2oρo~∇ · ~v − ρo~v · ~go (C.3)
∆
∂Ψ
∂t
=
∂ρ
∂t
(C.4)
Remarque : on a simplifie´ l’e´quation (C.3) en utilisant ~∇po = ρo~go. On peut aussi remar-
quer que les quantite´s ∂p
∂t
, ∂ρ
∂t
, et ∂Ψ
∂t
sont entie`rement de´finies a` partir de la vitesse ~v et
des conditions aux limites sur le potentiel.
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Nous introduisons une deuxie`me solution (~u,pi,ρ˜,Φ) qui obe´it les relations suivantes :
ρo
∂2~u
∂t2
= −~∇∂pi
∂t
+
∂ρ˜
∂t
~go − ρo~∇∂Φ
∂t
− 2λρoΩ~ez × ~u (C.5)
∂ρ˜
∂t
= −~∇ · (ρo~u) (C.6)
∂pi
∂t
= −c2oρo~∇ · ~u− ρo~u · ~go (C.7)
∆
∂Φ
∂t
=
∂ρ˜
∂t
(C.8)
et satisfait les meˆmes conditions aux limites que la premie`re solution.
En multipliant l’e´quation (C.1) par ~u∗ et en inte´grant sur le volume de l’e´toile, on
obtient :
λ2
∫
V
ρo~u
∗ · ~v dV = −
∫
V
~u∗ · ~∇∂p
∂t
dV︸ ︷︷ ︸
I
+
∫
V
∂ρ
∂t
~u∗ · ~go dV︸ ︷︷ ︸
II
−
∫
V
ρo~u
∗ · ~∇∂Ψ
∂t
dV︸ ︷︷ ︸
III
−2λ
∫
V
Ωρo~u
∗ · (~ez × ~v) dV︸ ︷︷ ︸
IV
(C.9)
Il faut ensuite manipuler les diffe´rentes expressions de la fac¸on suivante :
I = −
∫
V
~∇ ·
(
∂p
∂t
~u∗
)
dV +
∫
V
∂p
∂t
~∇ · ~u∗dV
= −
∫
S
∂p
∂t
~u∗ · ~dS −
∫
V
c2oρo
(
~∇ · ~v
)(
~∇ · ~u∗
)
dV −
∫
V
ρo~v · ~go
(
~∇ · ~u∗
)
dV
L’inte´grale de surface disparaˆıt quand p = 0 a` la surface, ce qui est le cas dans nos
calculs. L’expression II est de´veloppe´e de la manie`re suivante :
II = −
∫
V
~∇ · (ρo~v) ~u∗ · ~godV
= −
∫
V
ρo
(
~∇ · ~v
)
~u∗ · ~godV −
∫
V
(
~v · ~∇ρo
)
~u∗ · ~godV
En regroupant ces deux expressions, on obtient :
I + II =
∫
V
−
(
c2oρo
~∇ · ~v + ρo~v · ~go
)(
~∇ · ~u∗ + ~u
∗ · ~go
c2o
)
+ρo~v · ~go~u
∗ · ~go
c2o
−
(
~v · ~∇ρo
)
~u∗ · ~godV
=
∫
V
− 1
ρoc2o
∂p
∂t
∂pi∗
∂t
+ (~u∗ · ~go)
(
ρo~go
c2o
− ~∇ρo
)
· ~vdV
=
∫
V
− 1
ρoc2o
∂p
∂t
∂pi∗
∂t
+ ρo
(
~∇Po
Γ1Po
−
~∇ρo
ρo
)
· ~v (~u∗ · ~go) dV
= −
∫
V
1
ρoc2o
∂p
∂t
∂pi∗
∂t
dV −
∫
V
ρoN
2
o
‖~go‖2 (~v · ~go) (~u
∗ · ~go) dV
Syme´trie des ope´rateurs fluides 125
On peut aussi manipuler la somme I + II de la manie`re suivante :
I + II =
∫
V
−c2oρo
(
~∇ · ~v
) (
~∇ · ~u∗
)
− ρo~v · ~go
(
~∇ · ~u∗
)
− ~∇ · (ρo~v) ~u∗ · ~godV
=
∫
V
−c2oρo
(
~∇ · ~v
) (
~∇ · ~u∗
)
− dPo
dρo
(
~v · ~∇ρo
) (
~∇ · ~u∗
)
− ~∇ · (ρo~v) ~u∗ · ~godV
=
∫
V
−
(
c2oρo − ρo
dPo
dρo
)(
~∇ · ~v
)(
~∇ · ~u∗
)
− dPo
dρo
~∇ · (ρo~v)
(
~∇ · ~u∗
)
− 1
ρo
dPo
dρo
~∇ · (ρo~v)
(
~u∗ · ~∇ρo
)
dV
= −
∫
V
γPoc
2
oN
2
o
‖~go‖2
(
~∇ · ~v
)(
~∇ · ~u∗
)
dV −
∫
V
1
ρo
dPo
dρo
∂ρ˜∗
∂t
∂ρ
∂t
dV
Cette deuxie`me expression correspond a` la formulation du principe variationnel dans
Clement (1989).
L’expression III ne´cessite plusieurs manipulations :
III = −
∫
V
ρo~u
∗ · ~∇∂Ψ
∂t
dV =
∫
V
−~∇ ·
(
ρo~u
∗∂Ψ
∂t
)
+ ~∇ · (ρo~u∗) ∂Ψ
∂t
dV
= −
∫
S
ρo~u
∗∂Ψ
∂t
· ~dS −
∫
V
∂ρ˜∗
∂t
∂Ψ
∂t
dV
L’inte´grale surfacique s’annule puisque ρo = 0 a` la surface de l’e´toile. L’inte´grale de volume
peut-eˆtre e´tendue jusqu’a` l’infini (V∞) puisque
∂ρ˜∗
∂t
≡ 0 a` l’exte´rieur de l’e´toile. On obtient
alors :
III = −
∫
V∞
∂ρ˜∗
∂t
∂Ψ
∂t
dV = −
∫
V∞
(
∆
∂Φ∗
∂t
)
∂Ψ
∂t
dV
= −
∫
V∞
~∇ ·
(
∂Ψ
∂t
~∇∂Φ
∗
∂t
)
dV +
∫
V∞
~∇∂Φ
∗
∂t
· ~∇∂Ψ
∂t
dV
Il faut alors de´montrer que l’expression − ∫
V∞
~∇·
(
∂Ψ
∂t
~∇∂Φ∗
∂t
)
dV s’annule. Pour ce faire,
on part de l’inte´grale − ∫
VR
~∇ ·
(
∂Ψ
∂t
~∇∂Φ∗
∂t
)
dV ou` VR est le domaine a` l’inte´rieure d’une
sphe`re SR de rayon R (avec R > Req). Cette inte´grale est transforme´e en une inte´grale
surfacique − ∫
SR
∂Ψ
∂t
~∇∂Φ∗
∂t
· ~dS, que l’on peut calculer en projetant Ψ et Φ∗ sur la base des
harmoniques sphe´riques1 :
Ψ =
∞∑
m=0
∞∑
`=|m|
Ψ`m(R,t)Y
m
` Φ =
∞∑
m=0
∞∑
`=|m|
Φ`
′
m′(R,t)Y
m′
`′
Si on se sert du fait que ∆Ψ = ∆Φ = 0 a` l’exte´rieur de l’e´toile et que ces potentiels
tendent vers 0 a` l’infini, on trouve que Ψ`m et Φ
`′
m′ sont de la forme :
Ψ`m =
A`m(t)
R`+1
Φ`
′
m′ =
B`
′
m′(t)
R`′+1
1Puisque Ψ fait parti d’une solution propre, sa de´composition sur la base des harmoniques sphe´riques
n’inclut que des termes d’un meˆme ordre azimutal. Ne´anmoins, pour la ge´ne´ralite´ de la de´monstration,
on ne fera pas d’hypothe`se restrictive sur Ψ.
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L’inte´grale surfacique devient :
−
∫
SR
∂Ψ
∂t
~∇∂Φ
∗
∂t
· ~dS =
∞∑
m=0
∞∑
`=|m|
(`+ 1)
∂tA
`
m
(
∂tB
`
m
)∗
R2`+1
Cette expression tend vers 0 quand R tend vers l’infini. On obtient alors :
III =
∫
V∞
~∇∂Φ
∗
∂t
· ~∇∂Ψ
∂t
dV
L’expression IV peut-eˆtre re´e´crite de la fac¸on suivante :
IV = −
∫
V
Ωρo~ez · (~u∗ × ~v) dV
Au total, on obtient :
ω2
∫
V
ρo~u
∗ · ~vdV =
∫
V
1
ρoc2o
∂pi∗
∂t
∂p
∂t
dV +
∫
V
ρoN
2
o (~u
∗ · ~eg) (~v · ~eg) dV
−
∫
V∞
~∇∂Φ
∗
∂t
· ~∇∂Ψ
∂t
dV − 2iω
∫
V
Ωρo~ez · (~u∗ × ~v) dV (C.10)
ou` iω = λ. D’apre`s cette formulation finale, les ope´rateurs de la dynamique des fluides
sont visiblement syme´triques2. Pour simplifier l’e´criture, on utilisera une notation alle´ge´e
dans ce qui suit. Ainsi, l’e´quation (C.10) s’e´crira :
ω2 〈~u,ρo~v〉 = 〈~u,B~v〉+ ω 〈~u,C~v〉 (C.11)
ou` B regroupe les trois premiers termes du membre de droite d’l’e´quation (C.10) et C
repre´sente l’ope´rateur associe´ a` la force de Coriolis.
C.2 Conse´quences de la syme´trie des ope´rateurs
fluides
A` partir la`, on peut de´duire plusieurs conse´quences mathe´matiques sur les modes de
pulsations et leurs fre´quences.
C.2.1 Orthogonalite´ des solutions propres en l’absence de la
force de Coriolis
Quand on conside`re un cas hypothe´tique sans la force de Coriolis, mais en conservant la
force centrifuge, on peut montrer que les solutions propres associe´es a` deux valeurs propres
distinctes sont orthogonales par rapport au produit scalaire (~u,~v) = 〈~u,~v〉. On commencera
par introduire deux solutions propres que l’on notera (ωu,~u,pi,Φ) et (ωv,~v,p,Ψ). D’apre`s
l’e´quation (C.11), on a apre`s suppression de la force de Coriolis :
ω2v 〈~u,ρo~v〉 = 〈~u,B~v〉
2Pour le terme avec la force de Coriolis, il faut inclure le i en facteur devant l’inte´grale pour montrer
que l’ope´rateur est syme´trique.
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Si maintenant on calcule le conjugue´ du produit scalaire entre ~v et l’e´quation d’Euler
applique´ a` la solution (ωu,~u,pi,Φ), on obtient
3 :
ω2u 〈~u,ρo~v〉 = 〈~u,B~v〉
La diffe´rence de ces deux e´quations donne :(
ω2v − ω2u
) 〈~u,ρo~v〉 = 0 (C.12)
Quand ω2v 6= ω2u on de´duit 〈~u,ρo~v〉 = 0, d’ou` le re´sultat. Si on avait conserve´ la force de
Coriolis, on aurait obtenue a` la place de l’e´quation (C.12) :
(
ω2v − ω2u
) 〈~u,ρo~v〉 = (ωv − ωu) 〈~u,C~v〉 (C.13)
ce qui ne nous permet pas de dire grand chose sur 〈~u,ρo~v〉.
C.2.2 Le principe variationnel
Si on remplace la solution ~u par ~v et la fre´quence ω par la variable X, l’e´quation (C.11)
devient :
X2 〈~v,ρo~v〉 = 〈~v,B~v〉+X 〈~v,C~v〉 (C.14)
Cette e´quation est une e´quation du 2e`me degre´ en X dont une des solution est la fre´quence
propre associe´ a` ~v. Ne´anmoins, cette e´quation reste de´finie meˆme quand ~v n’est pas un
mode propre. On peut alors chercher quelle sera la variation δX de X induite par une
modification δ~v de la solution ~v. En perturbant l’e´quation (C.14), on obtient :
δX =
−2X2<{〈δ~v,ρo~v〉}+ 2X<{〈δ~v,C~v〉}+ 2<{〈δ~v,B~v〉}
2X 〈~v,ρo~v〉 − 〈~v,C~v〉 (C.15)
Si on se place dans le cas ou` X est re´elle, on obtient alors :
δX =
<{−2X2 〈δ~v,ρo~v〉+ 2X 〈δ~v,C~v〉+ 2 〈δ~v,B~v〉}
2X 〈~v,ρo~v〉 − 〈~v,C~v〉 (C.16)
Si maintenant, on cherche dans quelles conditions δX = 0 quelque soit la variation δ~v, on
obtient alors l’e´quivalence :
∀δ~v, δX = 0 ⇐⇒ −X2ρo~v + 2XC~v + B = 0 (C.17)
La condition de droite n’est ve´rifie´e que si le couple (X,~v) est une solution propre. Ainsi,
on obtient le principe variationnel, c’est-a`-dire les fre´quences propres sont invariantes au
premier ordre par rapport a` la fonctionnelle donne´e par l’e´quation (C.14).
3On notera que dans le cas pre´sent, ω2
u
et ω2
v
sont re´els.
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C.2.3 Exploitation du principe variationnel
On peut utiliser le principe variationnel pour ve´rifier le calcul des valeurs propres.
En effet, en re´solvant l’e´quation (C.14) avec un mode propre ~v on trouve deux solutions,
dont une qui correspond a` la valeur propre. On appellera cette solution la valeur propre
variationnel ωvar. Si on commet une erreur δ~v sur ~v, alors d’apre`s l’e´quation (C.17) l’erreur
sur ωvar sera du deuxie`me ordre :
ωvar = ω +O
(‖δ~v‖2) (C.18)
ou` ω est la valeur propre re´elle. Cette proprie´te´ a de´ja` e´te´ exploite´e par
Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994) pour ve´rifier leurs calculs de fre´quences propres.
Pour l’imple´mentation nume´rique du principe variationnel, on commence par expliciter
l’e´quation (C.14) :
X2
∫
V
ρo‖~v‖2dV =
∫
V
ρoN
2
o |~v · ~eg|2 dV + |ω|2
[∫
V
1
ρoc2o
|p|2dV −
∫
V∞
∥∥∥~∇Ψ∥∥∥2 dV ]
−2iX
∫
V
Ωρo~ez · (~v∗ × ~v) dV (C.19)
Cette expression ressemble a` celle de Unno et al. (1989), a` quelques diffe´rences pre`s :
l’e´toile n’est pas sphe´rique, ~go correspond a` la gravite´ effective (et donc inclut la force
centrifuge), l’inte´grale sur le potentiel gravitationnel est e´tendue jusqu’a` l’infini, et nous
avons utilise´ la vitesse plutoˆt que le de´placement lagrangien.
Les diffe´rentes inte´grales prennent les expressions explicites :
∫
V
ρo‖~v‖2dV =
∫
V
HN
[
|uζ|2 ζ
4
r4
+ |uθ|2 ζ
2(r2 + r2θ)
r4r2ζ
+ |uφ|2 ζ
2
r2r2ζ
+ 2<
{(
uζ
)∗
uθ
} ζ3rθ
r4rζ
]
dV (C.20)
∫
V
ρoN
2
o |~v · ~eg|2dV =
∫
V
NHN−1
Λ
(
1− γ
Γ1
)
ζ2
r4r2ζ
∣∣ζuζ∂ζH + uθ∂θH∣∣2 dV (C.21)∫
V
|p|2
ρoc2o
dV =
∫
V
(N + 1)ΛHN−1
Γ1
|Π|2dV (C.22)
∫
V
ρo~Ω · (~v∗ × ~v) dV = 2iΩ
∫
V
HN

(cos θ
rζ
+
rθ sin θ
rrζ
) ζ2 (uθruφi − uφruθi)
r2rζ
+
ζ3 sin θ
(
uζru
φ
i − uφruζi
)
r3rζ

 dV (C.23)
ou` dV = r2|rζ | sin θdζdθdφ, uζr = <
(
uζ
)
, uζi = =
(
uζ
)
etc. Pour calculer l’inte´grale sur le
potentiel gravitationnel, il est utile de de´composer l’espace en trois domaine : V1 corres-
pond a` l’e´toile, V2 est la re´gion entre la sphe`re de rayon R = 2 et la surface de l’e´toile (a`
titre de rappel, le rayon e´quatorial de l’e´toile Req = 1 dans nos unite´s),et V3 est la re´gion
a` l’exte´rieur de la sphe`re de rayon R = 2. Les inte´grales sur V1 et V2 sont formellement
identiques :∫
V1 ou V2
‖~∇Ψ‖2dV =
∫
V1 ou V2
r2 + r2θ
r2r2ζ
|∂ζΨ|2 + 1
r2
|∂θΨ|2 + 1
r2 sin θ2
|∂φΨ|2 − 2rθ
r2rζ
< (∂ζΨ∗∂θΨ) dV (C.24)
L’inte´grale sur V3 est calcule´e a` partir d’une de´composition en harmoniques sphe´riques
du potentiel en rext = 2. A` partir de cette de´composition, on peut prolonger le potentiel
jusqu’a` l’infini, sachant que ∆Ψ = 0 et que Ψ tend vers ze´ro a` l’infini. On obtient :
Ψ =
∞∑
`=|m|
Ψ`mY
m
` =
∞∑
`=|m|
A`
r`+1
Y m` (C.25)
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ou` les A` sont des constantes. A` partir de la`, l’inte´grale sur V3 s’e´crit :∫
V3
‖~∇Ψ‖2dV =
∞∑
`=|m|
(`+ 1)|A`|2
r2`+1ext
=
∞∑
`=|m|
(`+ 1)rext
∣∣Ψ`m(rext)∣∣2 (C.26)
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Annexe D
Fonctions usuelles
D.1 Les harmoniques sphe´riques
Les harmoniques sphe´riques sont de´finies de la manie`re suivante :
Y m` = (−1)(m+|m|)/2
√
2`+ 1
4pi
(`− |m|)!
(`+ |m|)!P
|m|
` (cos θ)e
imφ (D.1)
avec
P`(x) =
1
2``!
d` (x2 − 1)`
dx`
(D.2)
P
|m|
` (x) =
(
1− x2)|m|/2 d|m|P`(x)
dx|m|
(D.3)
et ou` ` ∈ [[0,∞]], m ∈ [[−`,`]] et Pm` est une fonction de Legendre.
Elles ve´rifient la proprie´te´ suivante d’orthogonalite´ :∫∫
4pi
{
Y m
′
`′
}∗
Y m` dΩ = δ
`′
` δ
m′
m (D.4)
ou` dΩ est un e´le´ment d’angle solide et 4pi repre´sente la sphe`re.
A` partir de la`, on peut construire des harmoniques sphe´riques vectorielles de la manie`re
suivante :
~Rm` = Y
m
` ~er
~Sm` = r
~∇Y m` ~Tm` = r~∇× ~Rm` (D.5)
ce qui donne explicitement :
~Rm` = Y
m
` ~er (D.6)
~Sm` = ∂θY
m
` ~eθ + DφY
m
` ~eφ (D.7)
~Tm` = DφY
m
` ~eθ − ∂θY m` ~eφ (D.8)
ou` Dφ ≡ 1sin θ∂φ.
131
132 ANNEXE D : Fonctions usuelles
Ces harmoniques sphe´riques vectorielles satisfont aux relations d’orthogonalite´ sui-
vantes :∫∫
4pi
{
~Rm
′
`′
}∗
~Sm` dΩ =
∫∫
4pi
{
~Sm
′
`′
}∗
~Tm` dΩ =
∫∫
4pi
{
~Tm
′
`′
}∗
~Rm` dΩ = 0 (D.9)∫∫
4pi
{
~Rm
′
`′
}∗
~Rm` dΩ = δ
`′
` δ
m′
m (D.10)∫∫
4pi
{
~Sm
′
`′
}∗
~Sm` dΩ =
∫∫
4pi
{
~Tm
′
`′
}∗
~Tm` dΩ = `(`+ 1)δ
`′
` δ
m′
m (D.11)
Nume´riquement, il est utile de calculer les fonctions Pm` graˆce a` une relation de
re´currence :
Pmm (x) =
(2m)!
2mm!
(
1− x2)m/2 Pmm+1(x) = (2m+ 1)!2mm! (1− x2)m/2 x (D.12)
Pm`+1(x) =
1
`+ 1−m
{
(2`+ 1)xPm` (x)− (`+m)Pm`−1(x)
}
(D.13)
D.2 Les polynoˆmes de Chebyshev
Les polynoˆmes de Chebyshev sont de´finis de la manie`re suivante :
Tn(cos θ) = cosnθ (D.14)
Ils obe´issent a` la relation d’orthogonalite´ :∫ 1
−1
Tn(x)Tm(x)√
1− x2 dx =
picn
2
δmn (D.15)
ou` c0 = 2 et cn≥1 = 1. Les polynoˆmes de Chebyshev satisfont a` la relation de re´currence :
T0(x) = 1 T1(x) = x (D.16)
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) (D.17)
Annexe E
Projection des e´quations fluides sur
les harmoniques sphe´riques
E.1 Inte´grales de couplage
Afin de simplifier l’expression des e´quations fluides projete´es sur la base des harmo-
niques sphe´riques, on introduit des ope´rateurs qui permettent d’exprimer les inte´grales de
couplages. Ci-dessous, nous donnons un exemple d’un tel ope´rateur :
Jm``′ (G) (ζ) =
∫∫
4pi
G(ζ,θ)∂θY
m
`′ (θ,φ) {Y m` (θ,φ)}∗ dΩ, (E.1)
ou` dΩ = sin θdθdφ,G est une fonction arbitraire, x∗ est le conjugue´ complexe de x et Jm``′ (.)
est l’ope´rateur. Jm``′ (G) est une matrice d’indices ` et `
′ (la valeur de m est pre´alablement
fixe´e) qui de´pend de la variable ζ. Le tableau suivant donne d’autres ope´rateurs qui seront
utilise´s par la suite :
{Y m` }∗ {∂θY m` }∗ {DφY m` }∗
Y m`′ I
m
``′ (G) Jc
m
``′ (G) Kc
m
``′ (G)
∂θY
m
`′ J
m
``′ (G) L
m
``′ (G) Mc
m
``′ (G)
DφY
m
`′ K
m
``′ (G) M
m
``′ (G) N
m
``′ (G)
Si G est une fonction re´elle alors Im``′ (G), J
m
``′ (G), Jc
m
``′ (G), L
m
``′ (G) et N
m
``′ (G) sont
re´elles tandis que Km``′ (G), Kc
m
``′ (G), M
m
``′ (G), et Mc
m
``′ (G) sont imaginaires. Il existe, par
ailleurs, plusieurs syme´tries entre les diffe´rents ope´rateurs :
Jm``′ (G
∗) = {Jcm`′` (G)}∗ (E.2)
Km``′ (G
∗) = {Kcm`′` (G)}∗ (E.3)
Mm``′ (G
∗) = {Mcm`′` (G)}∗ (E.4)
Ces inte´grales de couplage sont calcule´es nume´riquement graˆce a` la quadrature de
Gauss, applique´e aux polynoˆmes de Legendre et avec une re´solution de Lres points. Ceci
permet d’obtenir des re´sultats pre´cis quand la fonction G est un « polynoˆme » de cos θ (les
coefficients du polynoˆme peuvent de´pendre de la variable ζ) ou de la forme sin θP (cos θ)
suivant le choix de l’ope´rateur.
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E.2 E´quations fluides
Une fois qu’on a de´fini ces ope´rateurs, on peut expliciter les e´quations de pulsations sur
la base des harmoniques sphe´riques. Nous utiliserons quelques conventions qui permettent
d’alle´ger l’e´criture :
Im``′ (G) u
`′
m ≡
∞∑
`′=|m|
Im``′ (G)u
`′
m,
−Lm``′
+Nm``′
(G) ≡ −Lm``′ (G) +Nm``′ (G) . (E.5)
Par ailleurs, les matrices qui suivent contiennent deux colonnes. La colonne de gauche
contient les coefficients (qui peuvent eˆtre compose´s de plusieurs termes) et la colonne de
droite contient les variables correspondantes. Ainsi :[
+Im``′ (A)− Jm``′ (B) u`′m
−Km``′ (C) +Nm``′ (D) v`′m
]
, (E.6)
e´quivaut a` :
∞∑
`′=|m|
{Im``′ (A)− Jm``′ (B)}u`
′
m +
∞∑
`′=|m|
{−Km``′ (C) +Nm``′ (D)} v`
′
m. (E.7)
E.2.1 E´quation de continuite´
λb`m =


−Im``′
(
ζ2H
r2rζ
)
∂ζu
`′
m
−Im``′
(
2ζH
r2rζ
+
ζ2NHζ
r2rζ
)
u`
′
m
+Im``′
(
`′(`′ + 1)ζH
r2rζ
)
− Jm``′
(
ζNHθ
r2rζ
)
v`
′
m
−Km``′
(
ζNHθ
r2rζ
)
w`
′
m


, (E.8)
ou` on a fait appel aux e´quations (4.11) et (4.12).
E.2.2 E´quation d’e´nergie
λ
(
Π`m −
Γ1
(N + 1)Λ
b`m
)
=
(
Γ1
γ
− 1
)


+Im``′
(
ζ2Hζ
Λr2rζ
)
u`
′
m
+Jm``′
(
ζHθ
Λr2rζ
)
v`
′
m
+Km``′
(
ζHθ
Λr2rζ
)
w`
′
m

 . (E.9)
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E.2.3 E´quation de Poisson
0 =


+Im``′
(
r2 + r2θ
r2ζ
)
∂2ζζΨ
`′
m
+Im``′
(
r2cζ
)− 2Jm``′
(
rθ
rζ
)
∂ζΨ
`′
m
−`(` + 1) Ψ`m
−Im``′
(
r2HN−1
)
b`
′
m


, (E.10)
ou` on a fait appel a` l’e´quation (4.11).
E.2.4 E´quations d’Euler
λ


+Im``′
(
ζ2rζH
r2
)
u`
′
m
+Jm``′
(
ζrθH
r2
)
v`
′
m
+Km``′
(
ζrθH
r2
)
w`
′
m

 =


+Km``′
(
2ΩHζ sin θ
r
)
v`
′
m
−Jm``′
(
2ΩHζ sin θ
r
)
w`
′
m
−Im``′ (H) ∂ζΠ`′m
−Im``′ (H) ∂ζΨ`′m
−Im``′ (NHζ) Π`′m
+Im``′
(
Hζ
Λ
)
b`
′
m


, (E.11)
λ


+Jcm``′
(
ζrθ
r2
)
u`
′
m
+Lm``′
(
r2 + r2θ
r2rζ
)
+Nm``′
(
1
rζ
)
v`
′
m
+Mm``′
(
r2 + r2θ
r2rζ
)
−Mcm``′
(
1
rζ
)
w`
′
m

 =


−Kcm``′
(
2Ωζ sin θ
r
)
u`
′
m
+Mm``′
−Mcm``′
(
2Ω(rθ sin θ + r cos θ)
rrζ
)
v`
′
m
−Lm``′
−Nm``′
(
2Ω(rθ sin θ + r cos θ)
rrζ
)
w`
′
m
−Lm``′
−Nm``′
(
1
ζ
)
− Jcm``′
(
NHθ
ζH
)
Π`
′
m
−Lm``′
−Nm``′
(
1
ζ
)
Ψ`
′
m
+Jcm``′
(
Hθ
ΛζH
)
b`
′
m


, (E.12)
λ


+Kcm``′
(
ζrθ
r2
)
u`
′
m
+Mcm``′
(
r2 + r2θ
r2rζ
)
−Mm``′
(
1
rζ
)
v`
′
m
+Nm``′
(
r2 + r2θ
r2rζ
)
+ Lm``′
(
1
rζ
)
w`
′
m

 =


+Jcm``′
(
2Ωζ sin θ
r
)
u`
′
m
+Lm``′
+Nm``′
(
2Ω(rθ sin θ + r cos θ)
rrζ
)
v`
′
m
+Mm``′
−Mcm``′
(
2Ω(rθ sin θ + r cos θ)
rrζ
)
w`
′
m
+Mm``′
−Mcm``′
(
1
ζ
)
−Kcm``′
(
NHθ
ζH
)
Π`
′
m
+Mm``′
−Mcm``′
(
1
ζ
)
Ψ`
′
m
+Kcm``′
(
Hθ
ΛζH
)
b`
′
m


. (E.13)
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E.3 Conditions aux limites
Les conditions aux limites qui s’appliquent au centre de l’e´toile permettent d’assurer
la re´gularite´ des solutions a` cet endroit. Dans le cas sphe´rique, pour une fonction scalaire
f =
∑
m, ` f
`
mY
m
` ou une fonction vectorielle ~v =
∑
m, ` u
`
m
~Rm` + v
`
m
~Sm` +w
`
m
~Tm` , on trouve
que les composantes radiales se comportent de la fac¸on suivante (voir par exemple Rieutord
2004) :
f `m = O(r`) u`m = O(r`−1) u00 = O(r) v`m = O(r`−1) w`m = O(r`) (E.14)
Ces conditions s’appliquent aussi dans le cas sphe´ro¨ıdal. En effet, le syste`me de coordonne´e
sphe´ro¨ıdal de´crit dans la partie 3.2.4 s’approche du cas sphe´rique quand on se rapproche
du centre de l’e´toile.
Dans la partie qui suit, on n’utilise pas directement les conditions exprime´es dans
l’e´quation (E.14). On se base plutoˆt sur la parite´ des composantes radiales, laquelle se
de´duit du degre´ `. Ainsi, sachant que les modes paires sont compose´s d’harmoniques de
degre´ paire (sauf pour la composante w`m), on obtient les conditions suivantes :
dΨ`m
dζ
= 0,
dΠ`m
dζ
= 0,
db`m
dζ
= 0, u`m = 0, v
`
m = 0, w
`
m = 0. (E.15)
De meˆme, les modes impaires satisfont :
Ψ`m = 0, Π
`
m = 0, b
`
m = 0,
du`m
dζ
= 0,
dv`m
dζ
= 0,
dw`m
dζ
= 0. (E.16)
En ce qui concerne le champ gravitationnel, la condition impose´e sur la frontie`re r = 2
est (Hurley et al. 1966) :
1
1− ε
dΨ`m
dζ
+
`+ 1
rext
Ψ`m = 0. (E.17)
Pour trouver cette condition, il faut re´soudre ∆Ψ = 0 apre`s avoir de´compose´ Ψ sur la
base des harmoniques sphe´riques. Pour chaque composante, on trouve deux solutions
inde´pendantes : une qui diverge a` l’infini et l’autre qui tend vers 0. On montre alors que
cette deuxie`me solution ve´rifie l’e´quation (E.17).
Annexe F
Les fre´quences de pulsation
Cette annexe contient une liste de fre´quences issues d’un calcul complet pour le poly-
trope N = 3 a` diffe´rentes vitesses de rotation (voir la table F.2). On a par ailleurs inclu un
tableau de diffe´rents parame`tres sans dimension associe´s aux mode`les polytropiques (voir
la table F.1). Ceux-ci permettent de transformer les fre´quences d’un syste`me d’unite´s a`
un autre, comme cela est fait dans Reese et al. (2006). La de´finition de ces parame`tres
est rappele´e ci-dessous :
Ω? =
ΩReq√
hc
Λ =
4piGρcR
2
eq
hc
Ω/ΩK =
Ω√
GM/R3eq
=
Ω?√
Λ
ε = 1− Rpol
Req
Ω/ΩpK =
Ω√
GM/R3pol
=
Ω? (1− ε)3/2√
Λ
〈ρ〉 = M
4piR3eq/3
α =
ρc
〈ρ〉 ρ =
M
V
ge/gp =
gravite´ a` l’e´quateur
gravite´ aux poˆles
(F.1)
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Ω? Ω/ΩK Ω/Ω
p
K α Λ ε ρc/ρ ge/gp
0.00 0.0000000 0.0000000 54.18248 47.56652 0.0000000 54.18248 1.0000000
0.02 0.0369803 0.0369413 54.26965 47.62079 0.0007030 54.23148 0.9972879
0.04 0.0740126 0.0737009 54.53246 47.78421 0.0028099 54.37899 0.9891750
0.06 0.1111497 0.1100986 54.97488 48.05864 0.0063141 54.62655 0.9757310
0.08 0.1484458 0.1459578 55.60371 48.44724 0.0112052 54.97677 0.9570710
0.10 0.1859578 0.1811064 56.42875 48.95455 0.0174687 55.43335 0.9333525
0.12 0.2237456 0.2153790 57.46324 49.58664 0.0250870 56.00117 0.9047733
0.14 0.2618739 0.2486173 58.72429 50.35130 0.0340394 56.68635 0.8715676
0.16 0.3004125 0.2806714 60.23359 51.25826 0.0443032 57.49638 0.8340021
0.18 0.3394384 0.3114006 62.01827 52.31955 0.0558544 58.44017 0.7923712
0.20 0.3790368 0.3406732 64.11209 53.54988 0.0686681 59.52821 0.7469935
0.22 0.4193032 0.3683672 66.55698 54.96723 0.0827202 60.77266 0.6982064
0.24 0.4603459 0.3943693 69.40510 56.59350 0.0979876 62.18735 0.6463625
0.26 0.5022882 0.4185743 72.72156 58.45547 0.1144500 63.78778 0.5918258
0.28 0.5452721 0.4408842 76.58813 60.58599 0.1320910 65.59078 0.5349686
0.30 0.5894622 0.4612061 81.10825 63.02558 0.1508990 67.61388 0.4761695
Tab. F.1 – Diffe´rents parame`tres sans dimension du mode`le polytropique N = 3 a`
diffe´rentes vitesses de rotations. La de´finition de ces parame`tres est rappele´e dans les
e´quation (F.1). Ces parame`tres peuvent eˆtre utilise´s pour convertir les fre´quences d’un
syste`me d’unite´s a` un autre.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0.0000000 0.0369413 0.0737009 0.1100986 0.1459578 0.1811064 0.2153790 0.2486173 0.2806714 0.3114006 0.3406732 0.3683672 0.3943693 0.4185743 0.4408842 0.4612061
(n, `,m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(1, 0, 0) 3.042155 3.040524 3.035652 3.027599 3.016470 3.002428 2.985711 2.966653 2.945719 2.923526 2.900839 2.878510 2.857415 2.838459 2.822465 2.809857
(1, 1, − 1) 3.377036 3.373077 3.363421 3.348168 3.327471 3.301539 3.270649 3.235169 3.195604 3.152691 3.107576 3.060517 3.016326 2.972373 2.931295 2.913807
(1, 1, 0) 3.377036 3.375573 3.371212 3.364037 3.354190 3.341870 3.327328 3.310869 3.292834 3.273571 3.253328 3.231647 3.217611 3.194178 3.172533 3.148665
(1, 1, 1) 3.377036 3.375254 3.367740 3.354565 3.335876 3.311918 3.283089 3.250123 3.214855 3.181601 3.150973 3.119432 3.086573 3.041967 3.007455 2.960600
(1, 2, − 2) 3.906874 3.891744 3.869146 3.839176 3.801974 3.757724 3.706651 3.649021 3.585145 3.515377 3.440133 3.359909 3.275349 3.187450 3.098418 3.001604
(1, 2, − 1) 3.906874 3.898633 3.885316 3.866995 3.843773 3.815788 3.783211 3.746239 3.705095 3.660021 3.611266 3.559073 3.503647 3.445105 3.383380 3.318020
(1, 2, 0) 3.906874 3.904711 3.898142 3.886918 3.870594 3.848513 3.819831 3.783659 3.739302 3.686498 3.625473 3.556735 3.481042 3.399037 3.311311 3.218315
(1, 2, 1) 3.906874 3.910002 3.908015 3.900944 3.888853 3.871831 3.849997 3.823483 3.792430 3.756968 3.717192 3.673121 3.624631 3.571343 3.512437 3.446309
(1, 2, 2) 3.906874 3.914484 3.914569 3.907165 3.892353 3.870256 3.841030 3.804862 3.761957 3.712524 3.656754 3.594783 3.526641 3.452171 3.370916 3.281950
(1, 3, − 3) 4.294602 4.276701 4.249546 4.213267 4.168037 4.114067 4.051605 3.980935 3.902377 3.816280 3.723026 3.623031 3.516752 3.404749 3.287536 3.166157
(1, 3, − 2) 4.294602 4.282266 4.262952 4.236742 4.203738 4.164062 4.117857 4.065281 4.006505 3.941705 3.871053 3.794703 3.712773 3.625318 3.532284 3.433456
(1, 3, − 1) 4.294602 4.287364 4.274451 4.255763 4.231098 4.200133 4.162386 4.117187 4.063673 4.000861 3.927825 3.843944 3.749079 3.643562 3.528024 3.403252
(1, 3, 0) 4.294602 4.292002 4.284136 4.270807 4.251701 4.226400 4.194427 4.155296 4.108579 4.053957 3.991246 3.920385 3.841400 3.754345 3.659269 3.556255
(1, 3, 1) 4.294602 4.296182 4.292033 4.281987 4.265741 4.242808 4.212445 4.173588 4.124850 4.064735 3.992078 3.906493 3.808415 3.698753 3.578529 3.448822
(1, 3, 2) 4.294602 4.299902 4.298124 4.289247 4.273260 4.250165 4.219963 4.182650 4.138204 4.086570 4.027636 3.961214 3.886999 3.804542 3.713205 3.612139
(1, 3, 3) 4.294602 4.303156 4.302309 4.292046 4.272383 4.243367 4.205071 4.157581 4.100996 4.035409 3.960897 3.877499 3.785201 3.683903 3.573388 3.453294
(2, 0, 0) 4.121230 4.118074 4.108723 4.093526 4.073099 4.048327 4.020341 3.990364 3.959454 3.928253 3.896894 3.865077 3.832098 3.796474 3.753579 3.769378
(2, 1, − 1) 4.642432 4.636445 4.621099 4.596617 4.563366 4.521881 4.472882 4.417290 4.356205 4.290797 4.222062 4.150479 4.075656 3.996042 3.908620 3.808724
(2, 1, 0) 4.642432 4.640032 4.632912 4.621300 4.605563 4.586176 4.563656 4.538433 4.510487 4.477382 4.466213 4.431297 4.397676 4.362050 4.321115 4.259773
(2, 1, 1) 4.642432 4.638974 4.626121 4.604075 4.573207 4.534113 4.487655 4.435018 4.377658 4.317046 4.254130 4.188748 4.119359 4.043092 3.955934 3.853391
(2, 2, − 2) 5.169469 5.157637 5.134295 5.099578 5.053710 4.996999 4.929854 4.852801 4.766550 4.672265 4.573329 4.449825 4.334981 4.212954 4.085138 3.951408
(2, 2, − 1) 5.169469 5.162546 5.147880 5.125611 5.095970 5.059268 5.015901 4.966333 4.911087 4.850697 4.785635 4.716184 4.642238 4.563020 4.476553 4.377819
(2, 2, 0) 5.169469 5.166173 5.156032 5.138230 5.111297 5.073253 5.022348 4.957997 4.880953 4.792793 4.695754 4.593612 4.491821 4.323032 4.194971 4.059088
(2, 2, 1) 5.169469 5.168592 5.159947 5.143653 5.119911 5.089008 5.051307 5.007238 4.957275 4.901889 4.841459 4.776119 4.705507 4.628342 4.541391 4.436203
(2, 2, 2) 5.169469 5.169732 5.158454 5.135742 5.101788 5.056873 5.001373 4.935779 4.860729 4.777129 4.686500 4.591734 4.453375 4.340247 4.217210 4.085128
(2, 3, − 3) 5.591067 5.576161 5.547965 5.506606 5.452274 5.385225 5.305780 5.214328 5.111322 4.997293 4.872857 4.738756 4.595941 4.445854 4.291414 4.137880
(2, 3, − 2) 5.591067 5.580543 5.559993 5.529520 5.489281 5.439483 5.380388 5.312300 5.235571 5.150571 5.057673 4.957212 4.849422 4.734333 4.611642 4.480534
(2, 3, − 1) 5.591067 5.584261 5.569267 5.545858 5.513588 5.471695 5.419003 5.353903 5.274647 5.179831 5.069400 4.944297 4.806321 4.657877 4.502412 4.345281
(2, 3, 0) 5.591067 5.587327 5.575988 5.556699 5.528916 5.491981 5.445242 5.388208 5.320657 5.242689 5.154728 5.057736 4.945938 4.831554 4.707393 4.605220
(2, 3, 1) 5.591067 5.589746 5.580207 5.562178 5.535125 5.498132 5.449750 5.387985 5.310720 5.216548 5.105750 4.979628 4.840286 4.690459 4.534695 4.381403
(2, 3, 2) 5.591067 5.591515 5.581889 5.562239 5.532663 5.493300 5.444326 5.385943 5.318367 5.241814 5.156512 5.062964 4.957037 4.844539 4.732265 4.600069
(2, 3, 3) 5.591067 5.592621 5.580828 5.555754 5.517524 5.466325 5.402397 5.326030 5.237562 5.137367 5.025852 4.903450 4.770624 4.627885 4.475879 4.315656
(3, 0, 0) 5.336900 5.332225 5.318525 5.296820 5.268919 5.237265 5.204194 5.170986 5.137739 5.103873 5.068635 5.030989 4.988804 4.934233 4.943470 4.868180
(3, 1, − 1) 5.909240 5.901566 5.881158 5.848425 5.804091 5.749283 5.685617 5.615193 5.540293 5.462694 5.382961 5.300267 5.212580 5.116458 5.005627 5.001298
(3, 1, 0) 5.909240 5.905970 5.896313 5.880722 5.859904 5.834732 5.806091 5.774679 5.740737 5.703385 5.656713 5.651351 5.602267 5.552623 5.494320 5.410089
(3, 1, 1) 5.909240 5.904041 5.886082 5.855759 5.813819 5.761473 5.700526 5.633362 5.562482 5.489538 5.414539 5.335930 5.250934 5.155241 5.041636 5.055150
(3, 2, − 2) 6.439990 6.428359 6.401588 6.359889 6.303618 6.233295 6.149634 6.053586 5.946389 5.829599 5.705031 5.574495 5.439274 5.299529 5.153978 4.999798
(3, 2, − 1) 6.439990 6.432858 6.415575 6.388402 6.351784 6.306392 6.253127 6.192910 6.126516 6.054584 5.977477 5.895067 5.806507 5.710026 5.602710 5.480477
(3, 2, 0) 6.439990 6.435652 6.422151 6.397897 6.360129 6.306931 6.233218 6.144248 6.040623 5.924780 5.799204 5.666378 5.528410 5.386425 5.240209 5.088308
(3, 2, 1) 6.439990 6.436880 6.423600 6.400395 6.367685 6.326101 6.276483 6.219766 6.156782 6.088145 6.014122 5.934427 5.847992 5.752724 5.645302 5.521272
Tab. F.2 – Liste de fre´quences issues d’un calcul complet pour le polytrope N = 3 a` diffe´rentes vitesses de rotation. Celles-ci sont donne´es
dans le repe`re en rotation avec l’e´toile.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0.0000000 0.0369413 0.0737009 0.1100986 0.1459578 0.1811064 0.2153790 0.2486173 0.2806714 0.3114006 0.3406732 0.3683672 0.3943693 0.4185743 0.4408842 0.4612061
(n, `,m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(3, 2, 2) 6.439990 6.436404 6.417654 6.383922 6.335552 6.273028 6.197037 6.108488 6.008551 5.898657 5.780393 5.655201 5.523878 5.386096 5.240267 5.083692
(3, 3, − 3) 6.878680 6.864399 6.833088 6.784908 6.720120 6.639090 6.542300 6.430377 6.304172 6.166232 6.010715 5.847974 5.675863 5.496623 5.312191 5.123664
(3, 3, − 2) 6.878680 6.868406 6.845295 6.809509 6.761314 6.701083 6.629291 6.546524 6.453460 6.350843 6.239416 6.119782 5.992189 5.856304 5.711083 5.554831
(3, 3, − 1) 6.878680 6.871562 6.853922 6.825377 6.785133 6.731766 6.663057 6.576326 6.469657 6.343264 6.199881 6.047308 5.849189 5.670283 5.483157 5.292989
(3, 3, 0) 6.878680 6.873885 6.859315 6.834434 6.798453 6.750509 6.689930 6.616477 6.530456 6.432675 6.324330 6.206862 6.081799 5.950690 5.815530 5.680060
(3, 3, 1) 6.878680 6.875383 6.861544 6.836741 6.800107 6.750067 6.684150 6.599413 6.493900 6.368063 6.224952 6.073246 5.874459 5.694677 5.507054 5.316925
(3, 3, 2) 6.878680 6.876051 6.860552 6.832312 6.791556 6.738602 6.673859 6.597819 6.511040 6.414105 6.307551 6.191734 6.066641 5.931685 5.785607 5.626576
(3, 3, 3) 6.878680 6.875867 6.855991 6.819177 6.765644 6.695712 6.609806 6.508467 6.392399 6.262676 6.124870 5.960969 5.795244 5.619647 5.435814 5.244627
(4, 0, 0) 6.591212 6.585131 6.567495 6.540251 6.506769 6.470870 6.434815 6.398734 6.361831 6.323191 6.281697 6.237003 6.174918 6.168843 6.086721 5.994788
(4, 1, − 1) 7.176668 7.167465 7.142323 7.101902 7.047441 6.980963 6.905426 6.824372 6.740680 6.655257 6.567037 6.473726 6.371783 6.254278 6.223081 6.051201
(4, 1, 0) 7.176668 7.172562 7.160500 7.141220 7.115843 7.085675 7.051911 7.015331 6.976012 6.932588 6.876592 6.866102 6.806704 6.742211 6.660719 6.549557
(4, 1, 1) 7.176668 7.169718 7.146810 7.108601 7.056354 6.992192 6.919253 6.841258 6.761025 6.679081 6.593913 6.502828 6.401762 6.282802 6.259261 6.086342
(4, 2, − 2) 7.708951 7.696616 7.665685 7.616472 7.549524 7.465684 7.366184 7.252776 7.127848 6.994339 6.855141 6.711978 6.564563 6.410719 6.246706 6.065634
(4, 2, − 1) 7.708951 7.701166 7.680940 7.648690 7.605111 7.551143 7.487893 7.416425 7.337286 7.249031 7.190818 7.086435 6.979628 6.863262 6.731841 6.579945
(4, 2, 0) 7.708951 7.703606 7.686821 7.656112 7.607393 7.537334 7.446105 7.336492 7.212127 7.077032 6.935351 6.790268 6.642758 6.491661 6.334162 6.327384
(4, 2, 1) 7.708951 7.704149 7.686891 7.657583 7.616901 7.565770 7.505269 7.436410 7.359583 7.272778 7.215940 7.114929 7.009775 6.893890 6.761732 6.607862
(4, 2, 2) 7.708951 7.702583 7.677599 7.634293 7.573192 7.495119 7.401279 7.293386 7.173754 7.045171 6.910268 6.770415 6.624977 6.471510 6.306185 6.122751
(4, 3, − 3) 8.158826 8.144178 8.108908 8.053232 7.977508 7.882283 7.768134 7.636246 7.487791 7.324534 7.148813 6.963561 6.771897 6.576068 6.376333 6.170749
(4, 3, − 2) 8.158826 8.148148 8.121937 8.080445 8.024099 7.953507 7.869485 7.773090 7.665642 7.548524 7.422563 7.287699 7.143279 6.988151 6.820553 6.638220
(4, 3, − 1) 8.158826 8.151083 8.130562 8.096688 8.048208 7.982792 7.897011 7.787850 7.658692 7.494716 7.321161 7.134039 6.939381 6.742836 6.546976 6.347414
(4, 3, 0) 8.158826 8.153014 8.135314 8.104991 8.061013 8.002409 7.928701 7.840231 7.738239 7.624719 7.501920 7.371501 7.234413 7.092173 6.948786 6.810471
(4, 3, 1) 8.158826 8.153948 8.136275 8.105205 8.059414 7.996440 7.912656 7.804924 7.676072 7.513443 7.340574 7.153918 6.959681 6.763729 6.568606 6.369244
(4, 3, 2) 8.158826 8.153879 8.133375 8.097541 8.046769 7.981623 7.902849 7.811399 7.708414 7.595074 7.472165 7.339662 7.196742 7.041926 6.873191 6.688216
(4, 3, 3) 8.158826 8.152776 8.126080 8.078928 8.011649 7.924741 7.818476 7.694724 7.553792 7.397455 7.227721 7.047046 6.858030 6.662624 6.461202 6.252262
(5, 0, 0) 7.855027 7.847605 7.826276 7.794078 7.756011 7.716670 7.677528 7.637851 7.596539 7.552489 7.503912 7.444485 7.430632 7.340682 7.240905 7.096200
(5, 1, − 1) 8.443277 8.432608 8.402905 8.355153 8.291277 8.214528 8.129518 8.040848 7.950702 7.858313 7.761336 7.656434 7.535309 7.495522 7.311909 7.134058
(5, 1, 0) 8.443277 8.438359 8.423983 8.401227 8.371684 8.337087 8.298855 8.257712 8.213426 8.163721 8.092058 8.078355 8.009558 7.926901 7.815141 7.660493
(5, 1, 1) 8.443277 8.434607 8.406890 8.361110 8.299218 8.224558 8.141879 8.055812 7.968330 7.878362 7.783321 7.679585 7.562577 7.521530 7.338185 7.157894
(5, 2, − 2) 8.975891 8.962489 8.927132 8.870260 8.792680 8.695691 8.581310 8.452533 8.313387 8.168101 8.019243 7.866458 7.706932 7.537431 7.350592 7.210861
(5, 2, − 1) 8.975891 8.967279 8.944006 8.906696 8.856387 8.794488 8.722633 8.642364 8.554591 8.458526 8.347598 8.279006 8.153219 8.016551 7.860197 7.678050
(5, 2, 0) 8.975891 8.969560 8.949522 8.912315 8.852681 8.767675 8.659260 8.532010 8.391473 8.243638 8.093144 7.941185 7.786056 7.624548 7.598209 7.403605
(5, 2, 1) 8.975891 8.969631 8.948697 8.913705 8.865678 8.806010 8.736314 8.658092 8.572172 8.477528 8.366794 8.300903 8.176278 8.039498 7.882035 7.697994
(5, 2, 2) 8.975891 8.967193 8.936523 8.884306 8.811331 8.718878 8.608938 8.484458 8.349369 8.207714 8.061808 7.911011 7.752647 7.582364 7.393994 7.256823
(5, 3, − 3) 9.433911 9.418415 9.378794 9.315330 9.228512 9.119081 8.988109 8.837136 8.668379 8.484989 8.291082 8.090929 7.887087 7.679148 7.464349 7.238264
(5, 3, − 2) 9.433911 9.422512 9.392956 9.345609 9.281099 9.200311 9.104371 8.994564 8.872088 8.737492 8.589333 8.470664 8.303035 8.125741 7.934521 7.725681
(5, 3, − 1) 9.433911 9.425393 9.401881 9.362578 9.305964 9.227268 9.123317 8.990800 8.831555 8.650691 8.454905 8.251971 8.048829 7.847655 7.643178 7.581845
(5, 3, 0) 9.433911 9.427101 9.406326 9.370639 9.318832 9.250311 9.160263 9.056926 8.936979 8.801565 8.701395 8.555074 8.402360 8.247585 8.097175 7.951517
(5, 3, 1) 9.433911 9.427648 9.406379 9.369279 9.314550 9.237892 9.135564 9.004299 8.846088 8.666113 8.471099 8.268886 8.066528 7.866130 7.661943 7.606557
(5, 3, 2) 9.433911 9.427023 9.401960 9.359050 9.298930 9.222402 9.130528 9.024470 8.905217 8.772905 8.625441 8.508113 8.343148 8.166220 7.973708 7.762353
(5, 3, 3) 9.433911 9.425183 9.392312 9.335559 9.255388 9.152505 9.027926 8.883098 8.720078 8.541742 8.351803 8.154131 7.951144 7.742552 7.525830 7.297106
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141
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0.0000000 0.0369413 0.0737009 0.1100986 0.1459578 0.1811064 0.2153790 0.2486173 0.2806714 0.3114006 0.3406732 0.3683672 0.3943693 0.4185743 0.4408842 0.4612061
(n, `,m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(6, 0, 0) 9.120432 9.111708 9.086850 9.050125 9.008116 8.965517 8.923514 8.879986 8.834113 8.784422 8.727470 8.700183 8.617780 8.518204 8.385767 8.216260
(6, 1, − 1) 9.708372 9.696260 9.662102 9.607283 9.534610 9.448894 9.356441 9.261992 9.166141 9.066715 8.960565 8.842809 8.695349 8.612765 8.428744 8.227784
(6, 1, 0) 9.708372 9.702658 9.686038 9.659984 9.626599 9.588020 9.545791 9.500481 9.451464 9.394938 9.368274 9.291278 9.211315 9.104899 8.963160 8.765343
(6, 1, 1) 9.708372 9.698021 9.665615 9.612537 9.541622 9.457753 9.367313 9.274972 9.181119 9.083404 8.978519 8.861269 8.712174 8.632847 8.447863 8.244936
(6, 2, − 2) 10.240946 10.226299 10.186401 10.121856 10.033801 9.924172 9.796115 9.654367 9.504677 9.351310 9.194660 9.031959 8.858838 8.666736 8.535683 8.279364
(6, 2, − 1) 10.240946 10.231423 10.205072 10.162770 10.105976 10.036650 9.956981 9.868882 9.773270 9.668957 9.547816 9.467534 9.325979 9.168698 8.988107 8.775977
(6, 2, 0) 10.240946 10.233640 10.210352 10.166553 10.096003 9.996724 9.872729 9.730696 9.578490 9.423070 9.266993 9.108551 8.944292 8.920116 8.698568 8.524377
(6, 2, 1) 10.240946 10.233349 10.208914 10.168509 10.113583 10.046078 9.968164 9.881716 9.787581 9.684392 9.563378 9.485218 9.344121 9.187730 9.004558 8.790810
(6, 2, 2) 10.240946 10.230151 10.194093 10.133359 10.049074 9.943151 9.818705 9.680407 9.533879 9.383202 9.228587 9.067103 8.894211 8.701044 8.571143 8.312393
(6, 3, − 3) 10.705348 10.688744 10.644568 10.573189 10.475262 10.351821 10.204447 10.035560 9.848830 9.649418 9.443016 9.233096 9.019036 8.797325 8.562174 8.333455
(6, 3, − 2) 10.705348 10.693057 10.660034 10.606802 10.534252 10.443672 10.336724 10.215306 10.081226 9.935563 9.777439 9.600492 9.463710 9.264660 9.050621 8.816043
(6, 3, − 1) 10.705348 10.695975 10.669414 10.624586 10.558884 10.467456 10.344943 10.190456 10.008956 9.808556 9.599047 9.389265 9.182199 9.198907 8.911837 8.633271
(6, 3, 0) 10.705348 10.697555 10.673736 10.632714 10.573054 10.493878 10.395535 10.279628 10.148356 10.003336 9.843532 9.744692 9.573703 9.409519 9.253022 9.087302
(6, 3, 1) 10.705348 10.697812 10.673079 10.630047 10.566061 10.476182 10.354986 10.201630 10.021136 9.821628 9.612917 9.403870 9.197501 9.216090 8.930800 8.652747
(6, 3, 2) 10.705348 10.696733 10.667371 10.617766 10.548784 10.461672 10.358030 10.239668 10.108262 9.964701 9.807762 9.630539 9.495477 9.296340 9.080774 8.843909
(6, 3, 3) 10.705348 10.694258 10.655583 10.589673 10.497160 10.379043 10.236845 10.072872 9.890593 9.694841 9.490969 9.282341 9.068464 8.845964 8.609351 8.377811
(7, 0, 0) 10.384948 10.374949 10.346694 10.305820 10.260409 10.215055 10.168893 10.122860 10.072306 10.016721 9.947052 9.898615 9.812134 9.691022 9.539993 9.315627
(7, 1, − 1) 10.971700 10.958153 10.919613 10.857952 10.777083 10.683666 10.585401 10.486150 10.384762 10.278166 10.162429 10.028819 9.919199 9.755732 9.553253 9.324584
(7, 1, 0) 10.971700 10.965202 10.946397 10.917203 10.880262 10.838076 10.792218 10.743030 10.689399 10.624932 10.584848 10.504250 10.407671 10.275802 10.098192 9.867053
(7, 1, 1) 10.971700 10.959705 10.922709 10.862584 10.783265 10.691466 10.594904 10.497335 10.397466 10.292120 10.177224 10.043572 9.935037 9.771218 9.567756 9.337535
(7, 2, − 2) 11.504260 11.488269 11.443781 11.371597 11.273282 11.151627 11.011333 10.859232 10.702061 10.542314 10.377751 10.204042 10.014912 9.852787 9.645773 9.365233
(7, 2, − 1) 11.504260 11.493779 11.464349 11.417147 11.354131 11.277885 11.191159 11.096101 10.993408 10.881087 10.815404 10.654721 10.499354 10.322868 10.116175 9.874407
(7, 2, 0) 11.504260 11.495987 11.469432 11.418908 11.337447 11.224568 11.086604 10.932762 10.772868 10.612606 10.451257 10.285393 10.107775 10.033221 9.837960 9.721280
(7, 2, 1) 11.504260 11.495398 11.467579 11.421971 11.360522 11.285800 11.200533 11.106833 11.005332 10.893883 10.828339 10.669237 10.513886 10.336745 10.128921 9.885853
(7, 2, 2) 11.504260 11.491507 11.450247 11.381266 11.286117 11.167567 11.030272 10.880976 10.726283 10.568547 10.405412 10.232422 10.043158 9.881210 9.672638 9.390367
(7, 3, − 3) 11.973956 11.956088 11.907246 11.827901 11.718917 11.581717 11.418602 11.233294 11.031536 10.820577 10.605819 10.387483 10.161892 9.923716 9.718646 9.416989
(7, 3, − 2) 11.973956 11.960671 11.924121 11.865010 11.784555 11.684528 11.567204 11.435115 11.290497 11.134423 10.965475 10.838342 10.622740 10.405168 10.169296 9.908219
(7, 3, − 1) 11.973956 11.963679 11.934036 11.883616 11.808889 11.703573 11.562425 11.387477 11.187148 10.972955 10.756559 10.543455 10.330468 10.102914 9.985782 9.712940
(7, 3, 0) 11.973956 11.965188 11.938344 11.892017 11.824652 11.735677 11.626247 11.499003 11.357056 11.202503 11.033791 10.839392 10.605431 10.576660 10.410506 10.220964
(7, 3, 1) 11.973956 11.965215 11.937099 11.888180 11.814890 11.710884 11.570893 11.396987 11.197597 10.984225 10.768559 10.556123 10.343647 10.115921 10.001254 9.727820
(7, 3, 2) 11.973956 11.963743 11.930253 11.874173 11.796697 11.699555 11.584964 11.455372 11.312904 11.158490 10.990480 10.799934 10.648697 10.430518 10.193123 9.930053
(7, 3, 3) 11.973956 11.960697 11.916454 11.841679 11.737218 11.604456 11.445627 11.264314 11.066018 10.857674 10.644547 10.426954 10.201312 9.962391 9.759144 9.452106
(8, 0, 0) 11.647767 11.636513 11.604981 11.560327 11.511976 11.464005 11.415138 11.365728 11.310290 11.248347 11.206571 11.108993 11.005879 10.934508 10.664370 10.415335
(8, 1, − 1) 12.233222 12.218243 12.175379 12.107089 12.018639 11.918751 11.815906 11.712328 11.605421 11.491543 11.365558 11.279737 11.086637 10.903125 10.680414 10.421182
(8, 1, 0) 12.233222 12.225950 12.205012 12.172825 12.132593 12.087124 12.037940 11.985106 11.926930 11.909501 11.805372 11.716379 11.601552 11.440129 11.231082 10.967829
(8, 1, 1) 12.233222 12.219614 12.178116 12.111184 12.024102 11.925622 11.824204 11.721976 11.616255 11.503321 11.377879 11.292601 11.099651 10.915602 10.691506 10.431420
(8, 2, − 2) 12.765953 12.748559 12.699462 12.619699 12.511378 12.378421 12.227534 12.067609 11.904874 11.739014 11.565881 11.380043 11.256428 10.978796 10.753703 10.456623
(8, 2, − 1) 12.765953 12.754489 12.721991 12.669993 12.601028 12.518366 12.425279 12.323993 12.214751 12.095990 12.008795 11.843333 11.673735 11.476579 11.244627 10.973473
(8, 2, 0) 12.765953 12.756719 12.726864 12.669459 12.577124 12.451369 12.301174 12.138508 11.973730 11.809347 11.642129 11.467465 11.258916 11.177263 10.987954 10.782485
(8, 2, 1) 12.765953 12.755876 12.724758 12.674124 12.606499 12.525134 12.433280 12.333128 12.224861 12.106190 12.019965 11.855370 11.685567 11.487717 11.254764 10.982579
Tab F.2 – suite.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0.0000000 0.0369413 0.0737009 0.1100986 0.1459578 0.1811064 0.2153790 0.2486173 0.2806714 0.3114006 0.3406732 0.3683672 0.3943693 0.4185743 0.4408842 0.4612061
(n, `,m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ω/
√
GM/R3pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(8, 2, 2) 12.765953 12.751332 12.705000 12.627981 12.522369 12.392056 12.243690 12.086059 11.925279 11.760954 11.588846 11.403408 11.280732 11.001852 10.746277 10.476268
(8, 3, − 3) 13.240238 13.221009 13.167438 13.080118 12.960172 12.809535 12.631508 12.431656 12.218238 11.999432 11.777842 11.550222 11.311243 11.145930 10.804863 10.503191
(8, 3, − 2) 13.240238 13.225896 13.185789 13.120838 13.032653 12.923580 12.796597 12.654868 12.500830 12.335401 12.155885 12.011953 11.782574 11.547978 11.290166 11.002840
(8, 3, − 1) 13.240238 13.229029 13.196279 13.140183 13.056096 12.936367 12.776923 12.583495 12.368285 12.145862 11.926195 11.708831 11.485554 11.392168 11.088263 10.806546
(8, 3, 0) 13.240238 13.230502 13.200645 13.149024 13.074034 12.975573 12.855766 12.718318 12.567040 12.404026 12.226368 12.111525 11.923292 11.749084 11.563888 11.336092
(8, 3, 1) 13.240238 13.230338 13.198891 13.144074 13.061216 12.942625 12.784219 12.591740 12.377370 12.155661 11.936615 11.719786 11.496814 11.403644 11.100735 10.818135
(8, 3, 2) 13.240238 13.228514 13.191015 13.128647 13.042996 12.936368 12.811684 12.672025 12.519826 12.355597 12.176766 12.032755 11.804062 11.568616 11.309391 11.020412
(8, 3, 3) 13.240238 13.224937 13.175285 13.091861 12.975767 12.828898 12.654477 12.457900 12.247162 12.030240 11.809786 11.582645 11.343507 11.181351 10.835769 10.531278
(9, 0, 0) 12.908679 12.896187 12.861494 12.813421 12.762542 12.712158 12.660452 12.608096 12.547749 12.478100 12.417642 12.318995 12.197224 12.033306 11.795326 11.525976
(9, 1, − 1) 13.492998 13.476586 13.429451 13.354748 13.259370 13.154283 13.047779 12.939978 12.827478 12.706186 12.568378 12.444002 12.259970 12.054441 11.807798 11.528253
(9, 1, 0) 13.492998 13.484960 13.461938 13.426901 13.383625 13.335161 13.282905 13.226615 13.163861 13.124454 13.027158 12.927091 12.791196 12.596706 12.362233 12.068484
(9, 1, 1) 13.492998 13.477804 13.431881 13.358383 13.264213 13.160327 13.055020 12.948336 12.836791 12.716229 12.578714 12.455086 12.270640 12.064529 11.816939 11.536737
(9, 2, − 2) 14.026134 14.007297 13.953587 13.866323 13.748289 13.604868 13.445173 13.279509 13.112031 12.939741 12.757399 12.557924 12.374880 12.119661 11.855737 11.551505
(9, 2, − 1) 14.026134 14.013670 13.978124 13.921439 13.846806 13.758222 13.659406 13.552488 13.437125 13.308266 13.203885 13.033902 12.848969 12.630486 12.372945 12.073043
(9, 2, 0) 14.026134 14.015939 13.982741 13.918287 13.815171 13.677354 13.516823 13.348024 13.179802 13.011061 12.837288 12.650390 12.515823 12.340598 12.209370 11.887273
(9, 2, 1) 14.026134 14.014875 13.980527 13.925028 13.851555 13.764090 13.666329 13.560369 13.445813 13.317404 13.213568 13.043990 12.858749 12.639594 12.381209 12.080465
(9, 2, 2) 14.026134 14.009707 13.958399 13.873518 13.757834 13.616691 13.459128 13.295350 13.129441 12.958353 12.776760 12.577472 12.395152 12.138423 11.874065 11.567366
(9, 3, − 3) 14.504529 14.483874 14.425538 14.330258 14.199477 14.035794 13.843880 13.631727 13.409913 13.185317 12.956615 12.718424 12.464144 12.227870 11.915282 11.604108
(9, 3, − 2) 14.504529 14.489088 14.445412 14.374679 14.278960 14.161273 14.025371 13.874991 13.712619 13.538235 13.353629 13.184508 12.944992 12.693063 12.412849 12.097495
(9, 3, − 1) 14.504529 14.492368 14.456494 14.394624 14.300806 14.166292 13.989308 13.779809 13.553972 13.327387 13.104828 12.880938 12.639932 12.453720 12.204392 11.904298
(9, 3, 0) 14.504529 14.493830 14.460965 14.404056 14.321532 14.213940 14.084519 13.938003 13.778600 13.607102 13.515859 13.294487 13.104997 12.923122 12.708913 12.445304
(9, 3, 1) 14.504529 14.493501 14.458754 14.397993 14.305246 14.171738 13.995691 13.787043 13.561932 13.335946 13.113906 12.890437 12.649531 12.463986 12.214691 11.913533
(9, 3, 2) 14.504529 14.491354 14.449936 14.381437 14.287905 14.172321 14.038379 13.889739 13.728805 13.555453 13.369447 13.202379 12.962960 12.710138 12.428659 12.112554
(9, 3, 3) 14.504529 14.487274 14.432329 14.340421 14.212969 14.052532 13.863683 13.654221 13.434485 13.211304 12.983460 12.745586 12.491120 12.256325 11.940117 11.631106
(10, 0, 0) 14.167704 14.153989 14.116251 14.065120 14.012064 13.959444 13.905017 13.849455 13.784578 13.755255 13.638122 13.533480 13.385312 13.185245 12.925401 12.619791
(10, 1, − 1) 14.751133 14.733288 14.681931 14.601040 14.499406 14.389823 14.279294 14.168918 14.050514 13.921630 13.839794 13.630477 13.434525 13.207778 12.935367 12.627666
(10, 1, 0) 14.751133 14.742335 14.717278 14.679529 14.633441 14.582237 14.527128 14.467545 14.400013 14.349172 14.249016 14.136085 13.981451 13.769246 13.492523 13.169307
(10, 1, 1) 14.751133 14.734373 14.684097 14.604280 14.503718 14.395195 14.285629 14.176178 14.058588 13.930276 13.848680 13.639775 13.443378 13.216078 12.942922 12.634836
(10, 2, − 2) 15.284901 15.264596 15.206278 15.111601 14.984189 14.831264 14.664558 14.494607 14.322511 14.143354 13.951218 13.734144 13.528419 13.265032 12.975435 12.648122
(10, 2, − 1) 15.284901 15.271426 15.232857 15.171602 15.091588 14.997559 14.893577 14.781511 14.660316 14.522547 14.403363 14.226017 14.024762 13.784398 13.501354 13.172802
(10, 2, 0) 15.284901 15.273747 15.237149 15.165480 15.051745 14.902797 14.733935 14.561094 14.389840 14.216235 14.035123 13.917880 13.694849 13.510991 13.298653 13.079523
(10, 2, 1) 15.284901 15.272485 15.234968 15.174755 15.095757 15.002703 14.899632 14.788383 14.667862 14.530407 14.411730 14.234567 14.032958 13.791972 13.508212 13.178988
(10, 2, 2) 15.284901 15.266713 15.210506 15.117923 14.992570 14.841624 14.676730 14.508340 14.337529 14.159336 13.967756 13.750788 13.545049 13.280645 12.989942 12.661227
(10, 3, − 3) 15.767068 15.744942 15.681822 15.578613 15.437148 15.260888 15.056326 14.834350 14.606685 14.376810 14.140119 13.890221 13.616859 13.351505 13.111570 12.689090
(10, 3, − 2) 15.767068 15.750500 15.703255 15.626809 15.523768 15.397923 15.253843 15.095718 14.925780 14.743092 14.538877 14.360135 14.110052 13.839997 13.536902 13.197507
(10, 3, − 1) 15.767068 15.753942 15.714926 15.647169 15.543229 15.393755 15.200350 14.977567 14.745107 14.516212 14.289575 14.056596 13.883607 13.600523 13.328725 13.045732
(10, 3, 0) 15.767068 15.755410 15.719537 15.657345 15.567392 15.451060 15.312807 15.158290 14.991810 14.813870 14.705170 14.481668 14.290972 14.093179 13.878510 13.550926
(10, 3, 1) 15.767068 15.754935 15.716906 15.650123 15.547128 15.398556 15.205995 14.983962 14.752114 14.523723 14.297523 14.064866 13.892633 13.609305 13.337216 13.053544
(10, 3, 2) 15.767068 15.752486 15.707219 15.632728 15.531600 15.407584 15.265192 15.108544 14.939804 14.757951 14.553782 14.375481 14.125249 13.854335 13.550120 13.209574
(10, 3, 3) 15.767068 15.747922 15.687773 15.587517 15.448966 15.275531 15.073593 14.853826 14.627795 14.399045 14.140119 13.913345 13.640031 13.373856 13.136069 12.708204
Tab F.2 – suite.
Annexe G
Les oscillations d’e´toiles magne´tiques
En plus des travaux portant sur les oscillations d’e´toiles en rotation rapide, j’ai aussi
travaille´ sur les oscillations d’e´toiles magne´tiques, lors du stage de DEA que j’ai effectue´
sous la direction de Michel Rieutord et Franc¸ois Rincon. Ce proble`me est inte´ressant a`
cause du fait de me´langer deux ge´ome´tries diffe´rentes : une sphe´rique due a` la forme de
l’e´toile et une dipolaire provenant du champ magne´tique. La me´thode nume´rique utilise´e
pour re´soudre ce proble`me est tre`s similaire a` celle qui a e´te´ utilise´e pour l’e´tude des
pulsations d’e´toiles en rotation rapide. Ce travail a abouti a` la publication d’un article,
Reese et al. (2004), dans lequel on e´tudie de fac¸on nume´rique et analytique les modes
toro¨ıdaux et non-axisyme´triques d’e´toiles magne´tiques. Il continue le travail commence´
dans Rincon & Rieutord (2003) et qui traite des modes polo¨ıdaux axisyme´triques.
G.1 Contexte observationnel
La motivation derrie`re ce travail est de mieux comprendre le lien qui existe entre les
pulsations et le champ magne´tique des e´toiles roAp (« rapidly oscillating Ap »). En effet,
les observations re´ve`lent la pre´sence de champs magne´tiques importants (de quelques
kG) a` ge´ome´trie principalement dipolaire, lesquels sont incline´s par rapport a` l’axe de
rotation de ces e´toiles. Les pulsations, de pe´riodes entre 5 et 15 minutes, s’alignent avec
l’axe magne´tique, d’ou` le mode`le du pulsateur oblique (voir par exemple Kurtz 1990).
Ainsi se pose la question de savoir quelle est l’influence d’un champ magne´tique global
sur les pulsations stellaires. D’autres syste`mes physiques potentiellement concerne´s sont
les e´toiles a` neutrons et les naines blanches magne´tiques (Lou 1995), ou bien les noyaux
plane´taires (Stevenson 1983).
G.2 Le mode`le physique
E´tant donne´e la complexite´ du proble`me, nous avons fait un certain nombre d’hy-
pothe`ses simplificatrices. « L’e´toile » est une coquille sphe´rique de fluide magne´tise´ a`
densite´ ρo constante, laquelle baigne dans un champ magne´tique dipolaire permanent ~B
issu du cœur parfaitement conducteur. Nous avons par ailleurs suppose´ que l’e´toile n’est
pas en rotation, ce qui permet de conserver la syme´trie axiale et ainsi de travailler avec
un proble`me bidimensionnel au lieu de tridimensionnel.
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On a alors e´tudie´ les oscillations magne´tohydrodynamiques incompressibles de ce
syste`me. Celles-ci sont re´gies par le syste`me d’e´quations adimensionnelles suivant :
~∇ · ~v = 0, (G.1)
~∇ ·~b = 0, (G.2)
λ~∇× ~v = ~∇×
(
(~∇×~b)× ~B
)
+ E~∇×∆~v, (G.3)
λ~b = ~∇×
(
~v × ~B
)
+ Em∆~b. (G.4)
ou` ~v correspond au champ de vitesse, ~b a` la perturbation du champ magne´tique et λ = τ+
iω a` la valeur propre, ω e´tant la fre´quence et τ le taux d’amortissement. L’e´quation (G.1)
est l’e´quation de continuite´ pour un fluide incompressible. L’e´quation (G.2) exprime la
conservation du flux magne´tique. L’e´quation (G.3) est le rotationnel de l’e´quation de
Navier-Stokes dans laquelle on a inclus la force de Laplace (ou de Lorentz). Le fait de
prendre le rotationnel permet d’e´liminer le gradient de la pression. L’e´quation (G.4) est
l’e´quation d’induction magne´tique et exprime l’effet du fluide sur le champ magne´tique.
Les quantite´s E et Em correspondent a` la viscosite´ cine´tique et a` la diffusivite´ magne´tique,
respectivement. Elles sont donne´es par les formules suivantes :
E =
ν
RVA
∼ 10−13, Em = 1
σoµoRVA
∼ 10−8, (G.5)
ou` ν est la viscosite´, R le rayon de l’e´toile, VA = Bo/
√
ρoµo la vitesse d’Alfve´n, Bo l’ampli-
tude du champ dipolaire permanent, µo l’imperme´abilite´ magne´tique et σo la conductivite´
du fluide. Les valeurs nume´riques correspondent aux e´toiles roAp.
G.3 La me´thode nume´rique
Afin de re´soudre ce proble`me, le syste`me d’e´quations (G.3)-(G.4) est projete´ sur la
base des harmoniques sphe´riques1. Ainsi, le champ magne´tique et le champ de vitesse
s’expriment :
~v =
∞∑
`=0
u`m
~Rm` + v
`
m
~Sm` + w
`
m
~Tm` ,
~b =
∞∑
`=0
a`m ~R
m
` + b
`
m
~Sm` + c
`
m
~Tm` .
Le syste`me d’e´quation obtenu est de´taille´ dans Rincon & Rieutord (2003). De fac¸on ana-
logue aux pulsations d’e´toiles en rotation rapide, des couplages apparaissent entre les
diffe´rentes harmoniques sphe´riques. Ne´anmoins, ces couplages ne se produisent qu’entre
harmoniques sphe´riques de degre´s adjacents. Ainsi, quand le proble`me est mis sous forme
alge´brique, les matrices correspondantes sont a` bandes au lieu d’eˆtre pleines et peuvent
de ce fait eˆtre stocke´es et factorise´es de fac¸on e´conomique. On a utilise´ une me´thode QZ
pour e´tudier l’ensemble des solutions propres avec une faible re´solution, et la me´thode
d’Arnoldi-Chebyshev pour e´tudier quelques solutions propres avec plus de pre´cision.
1Les e´quations (G.1) et (G.2) sont prises en compte implicitement par la repre´sentation mathe´matique
des solutions.
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G.4 Re´sultats
G.4.1 Les modes toro¨ıdaux axisyme´triques
Dans un premier temps, on a regarde´ les modes toro¨ıdaux axisyme´triques, lesquels sont
oriente´s suivant la direction ~eφ. Les re´sultats nume´riques montrent que les valeurs propres
se regroupent sur diffe´rentes « branches » dans le plan complexe, suivant le nombre n
de nœuds radiaux dans la structure du mode (voir la figure G.1). Sur chacune de ces
branches, les valeurs propres se re´partissent avec un espacement uniforme. Les modes les
moins amortis ont tre`s peu de nœuds dans la direction angulaire et sont proches des poˆles
magne´tiques. Quand on va vers des modes plus amortis, le nombre de nœuds augmente
et le mode s’e´carte progressivement des poˆles.
Fig. G.1 – Spectre de fre´quences propres associe´ aux modes toro¨ıdaux impaires avec
E = Em = 10
−4. Les symboles « + » correspondent aux modes oscillatoires et les losanges
«  » aux modes purement amortis. L’entier n correspond au nombre de nœuds dans la
direction radiale et q est un entier qui quantifie la structure horizontale du mode (voir
l’e´quation (G.8)).
La forme particulie`re de ces modes permet d’effectuer un de´veloppement analytique
dans le cas asymptotique des faibles diffusivite´s. On commencera par mettre les diffusivite´s
E et Em sous la forme E = Kε et Em = Kmε, ou` ε est un parame`tre qui tend vers ze´ro.
En faisant un de´veloppement en fonction de ε, on trouve des solutions de la forme :
~v = vn(r)fq(Cnε
−1/4ν) +O(ε), (G.6)
~b = bn(r)fq(Cnε
−1/4ν) +O(ε), (G.7)
ou` n et q quantifient la solution, Cn est une constante qui de´pend de n, et ν = sin θ/
√
r
une coordonne´e qui est constante le long des lignes de champ magne´tiques. A` cause du
facteur ε−1/4 a` l’inte´rieur de fq, le mode devient du plus en plus mince et proche des poˆles
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magne´tiques quand ε tend vers 0. Ainsi, les modes toro¨ıdaux tendent vers des couches
singulie`res uniques de cisaillement interne.
Les fre´quences correspondantes prennent la forme :
λn, q = ω
0
n + ε
1/2(1 + q)λ1n +O(ε). (G.8)
Cette forme des fre´quences propre conduit naturellement aux branches observe´es dans
la figure G.1. On voit aussi que quand ε tend vers 0, les valeurs propres migrent le
long de lignes sous-jacentes vers l’axe imaginaire (qui correspond a` des modes purement
oscillatoire). Des expressions explicites de ces solutions sont donne´es dans Reese et al.
(2004). Dans la figure G.2, on compare ces pre´dictions analytiques avec les re´sultats
nume´riques. Les figures de gauche montrent deux profils, extraits de modes q = 0 et
q = 1, et les comparent avec des profils semblables issus des formules (G.6) et (G.7).
Comme on peut le voir dans les figures, l’accord entre les formules analytiques et les
re´sultats nume´rique est remarquable. La figure de droite compare un spectre nume´rique
avec un spectre issu de la formule (G.8). L’accord entre les fre´quences analytiques et
nume´riques est tre`s bon (δω . 10−3). Par contre, les taux d’amortissements diffe`rent
entre les deux calculs. Ces e´carts semblent provenir d’un terme re´el de la forme ε (ω0n)
2
qui constituerait ainsi l’ordre suivant du de´veloppement (G.8).
Fig. G.2 – Comparaisons entre les re´sultats nume´riques et ceux analytiques. Gauche :
profils horizontaux de modes propres suivant la me´thode nume´rique et suivant les calculs
analytiques. On peut remarquer le tre`s bon accord entre les deux. Droite : comparaison
entre le spectre de fre´quences issu des calculs nume´riques et celui obtenue a` partir de
l’e´quation (G.8). Les fre´quences de pulsations sont en tre`s bon accord (δω . 10−3) suivant
les deux me´thodes alors que les taux d’amortissement diffe`rent. Cet e´cart entre les deux
semble correspondre a` un terme de la forme ε (ω0n)
2
.
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G.4.2 Les modes non-axisyme´triques
On a ensuite e´tudie´ les modes non-axisyme´triques. Contrairement au cas axisyme´trique,
les composants polo¨ıdaux et toro¨ıdaux sont couple´s, ce qui alourdit l’e´tude nume´rique. Le
spectre de fre´quences propres comporte des branches horizontales de´double´es. Quand on se
place a` faibles diffusivite´s (E et Em proches de 0), les modes non-axisyme´triques suivent un
des deux comportements asymptotiques. Le premier ressemble a` celui des modes polo¨ıdaux
axisyme´triques. Les modes propres tendent vers des structures non-singulie`res mais qui
contiennent des couches de cisaillements internes singulie`res. L’amortissement associe´ est
a` peu pre`s proportionnel aux diffusivite´s. Le deuxie`me comportement ressemble a` celui des
modes toro¨ıdaux axisyme´triques. Les modes tendent vers des couches singulie`res uniques
de cisaillement interne. Par ailleurs, les taux d’amortissement correspondants tendent vers
ze´ro comme la racine carre´e des diffusivite´s, de fac¸on similaire aux modes toro¨ıdaux. Si
on compare les spectres axisyme´triques et non-axisyme´triques, on se rend compte que
l’une des composantes des doubles branches horizontales ressemble plus a` une branche
polo¨ıdal et l’autre a` une branche toro¨ıdale, comme on peut le voir dans la figure G.3. Les
modes sur ces branches ressemblent, du point de vue de la position de leurs nœuds, a`
leurs contreparties axisyme´triques, sauf pour les modes les moins amorties sur la branche
« toro¨ıdale ».
Fig. G.3 – Superposition de branches horizontales issues du spectre de fre´quences polo¨ıdal,
du spectre toro¨ıdal et de celui non-axisyme´trique m = 1 calcule´ pour E = Em = 4×10−5.
Une des branches du spectre non-axisyme´trique ressemble a` celui polo¨ıdal et l’autre a` celui
toro¨ıdal. Les modes non-axisyme´tiques sur ces branches ressemblent a` leur contreparties
axisyme´triques, sauf pour les modes les moins amorties sur la branche « toro¨ıdale ».
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G.5 Conclusions
Ces e´tudes nume´riques ont mis en e´vidence deux types de comportements asympto-
tiques des modes magne´tiques quand les parame`tres E et Em tendent vers ze´ro : le compor-
tement polo¨ıdal et celui toro¨ıdal. Les modes avec un comportement toro¨ıdal sont probable-
ment trop amortis pour eˆtre excite´ a` des niveaux observables. Ne´anmoins, ils pourraient se
coupler a` et amortir d’autres modes, participant ainsi a` la se´lection des modes. Les modes
« polo¨ıdaux » correspondent probablement aux modes observe´s. Ne´anmoins, il faudra te-
nir compte des effets de la compressibilite´ pour avoir une meilleure compre´hension de ces
modes. Des e´tudes avec des mode`les plus re´alistes d’e´toiles sont ne´cessaires avant toute
comparaison avec les observations. Il faudra, par ailleurs, tenir compte de la rotation
stellaire, dont l’axe n’est pas ne´cessairement aligne´ avec le champ magne´tique. Naturelle-
ment, la complexite´ nume´rique qui en re´sulte ne´cessitera des moyens informatiques tre`s
importants.
Conclusions 149
A&A 427, 279–292 (2004)
DOI: 10.1051/0004-6361:20040539
c© ESO 2004
Astronomy
&Astrophysics
Oscillations of magnetic stars
II. Axisymmetric toroidal and non-axisymmetric shear Alfvén modes
in a spherical shell?
D. Reese, F. Rincon, and M. Rieutord
Laboratoire d’Astrophysique de Toulouse et Tarbes, Observatoire Midi-Pyrénées, 14 avenue É. Belin, 31400 Toulouse, France
e-mail: daniel.reese@ast.obs-mip.fr
Received 29 March 2004 / Accepted 16 July 2004
Abstract. We carry out numerical and mathematical investigations of shear Alfvén waves inside of a spherical shell filled with
an incompressible conducting fluid, and bathed in a strong dipolar magnetic field. We focus on axisymmetric toroidal and non-
axisymmetric modes, in continuation of a previous work by Rincon & Rieutord (2003, A&A, 398, 663). Analytical expressions
are obtained for toroidal eigenmodes and their corresponding frequencies at low diffusivities. These oscillations behave like
magnetic shear layers, in which the magnetic poles play a key role, and hence become singular when diffusivities vanish. It
is also demonstrated that non-axisymmetric modes are split into two categories, namely poloidal or toroidal types, following
similar asymptotic behaviours as their axisymmetric counterparts when the diffusivities become arbitrarily small.
Key words. magnetohydrodynamics (MHD) – stars: oscillations – stars: magnetic fields
1. Introduction
Numerous astrophysical systems exhibit a pulsating behaviour
that can be significantly influenced by the Lorentz force when
a strong magnetic field is present. This may for instance be the
case in neutron stars and magnetic white dwarfs (Lou 1995).
Planetary cores, which are known to sustain a strong dynamo
(Stevenson 1983), are also likely to fall into this category.
One of the most exciting examples of couplings between
pulsation and magnetism is given by the seismological activity
of roAp stars. This class of stars, discovered by Kurtz (1978),
exhibits several kG (almost) dipolar magnetic fields and lumi-
nosity variations on periods ranging from 5 to 15 min. These
oscillations seem to be well approximated by a single spherical
harmonic ` = 1 lined up with the magnetic axis, suggesting a
strong mixing between high order p-modes and Alfvénic type
oscillations.
Many different models have been developed to ob-
tain a satisfying picture of the asteroseismology of these
stars. Following theoretical work by Biront et al. (1982);
Roberts & Soward (1983) and Campbell & Papaloizou (1986),
Dziembowski & Goode (1996) have studied acoustic star mod-
els enveloped by a layer in which magnetic effects become
dominant. Using a boundary layer approximation, they came
up with an outer boundary condition which was then applied
for the calculation of adiabatic acoustic modes. This model has
? Appendices are only available in electronic form at
http://www.edpsciences.org
undergone a lot of refinements in order to take into account
new physical processes. The latest version, proposed by Bigot
& Dziembowski (2002), incorporates the centrifugal force (a
non-axisymmetric effect, since the rotational and magnetic axis
are often tilted in roAp stars) and suggests that the axis of the
modes is not necessarily lined up with the magnetic axis. In
spite of these improvements, there are still non-negligible dis-
crepancies between the magnetically shifted eigenfrequencies
computed from these models and the observed ones, showing
that the precise coupling mechanism occurring in the surface
layers is likely to be more complex. An important point is that a
single ` value is sometimes assumed to be sufficient to describe
the oscillations. This may not be the case, owing to the dipo-
lar structure of the permanent magnetic field which induces a
coupling between spherical harmonics thus producing a whole
spectrum of `’s (e.g. Rincon & Rieutord 2003).
Motivated by the observation that chemical peculiarities are
observed near the magnetic poles of roAp stars, Balmforth et al.
(2001) have tried to determine what precise physical phenom-
ena were occurring in the polar and equatorial regions. Since
the magnetic field is almost horizontal near the equator and
vertical near the poles, convection is certainly inhibited in the
latter region, allowing the diffusion of different chemical el-
ements (an excess of helium is observed on the polar caps).
Oscillations triggered by a κ-mechanism may therefore prefer-
entially be observed in this region. This approach stresses the
importance of a global description of the eigenmodes in such
stars.
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